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Vorwort des Ueberaetzers. 

Die bisher nur in russischer Sprache existirende „Theo- 
retische Mechanik" Ton J. Somoff, auf welche mich zuerst mein 
hochverehrter Lehrer, Herr Professor Dr. W. Schell, aufmerk- 
sam machte, bietet so viel des Neuen und Originalen in der 
Behandlung sowol, als auch in der Auswahl und Gnippiruug 
des Stoffes, daas der Wunsch, dieses Werk den nicht russisch 
lesenden Fachmännern und Studirenden durch eine deutsche 
Uebersetzung zugänglich zu machen, wohl gerechtfertigt er- 
scheinen kann. Um den eigenthümlichen Charakter des Originals 
zu wahren, wurden keine wesentlichen Aenderungen vorgenommen. 
So wurde z. B. die Bezeichnnngsweise der sogenannten geome- 
trischen Operationen, otwol dieselbe manche Incon Sequenzen mit 
sich führt, unverändert beibehalten; dagegen sind zar Unter- 
scheidung der partiellen Derivirten die vielfach Üblichen runden 
3 gewählt worden; auch wurde eine Anzahl störender Druck- 
fehler, die sich im Originale vorfanden, berichtigt. 

Der im Jahre 1876 zu St, Petersburg verstorbene Ver- 
fasser, Professor Joseph Somoff, ist in Bussland durch eine 
ßeihe gediegener Lehrbücher über verschiedene Theile der 
Mathematik, sowie durch zahlreiche Abhandlungen und Unter- 
suchungen speciellerer Natur, die zum Theil auch in französi- 
scher Sprache in den Memoiren der St. Petersburger Akademie 
der Wissenschaften veröffentlicht wurden, rühmlichst bekannt. 
Leider gelang es ihm nicht, die j,Theoretische Mechanik" voll- 
ständig herauszugeben. Der erste Theil, die Kinematik, bildet 
jedoch ein in sich abgeschlossenes Ganzes nnd erscheint daher 
in der Uebersetzung einzeln für sieh. Der Druck des zweiten 
Theiles, der eine allgemeine Einleitung in die Statik und Dy- 
namik, sowie die Statik enthält, wurde erst nach des Ver- 
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fasaers Tode vollendet. Die Dyuamik endlich wird von Herrn 
Professor Paul Somoff, dem Sohne des verstorbenen Professors 
Joseph Somoff, nach autographirten Collegienheften bearbeitet 
und herausgegeben werden. 

Durch die GOte des Herrn Professors Paul Somoff sind 
mir die am Ende der Kinematik beigefügten Zusätze und Be- 
richtigungen, die von dem Verfasser fQr eine zweite Auflage 
in Aussicht genommen waren, zur Verfügung gestellt worden; 
leider war es schon zu spät, dieselhen an den betreffenden 
Stellen des Textes einznfDgen. 

Alexander Ziwet. 



Vorrede des Verfe-ssers. 

Langjährige Vorlesungen über theoretische Uechanik an 
der Universität zu St. Petersburg gaben mir Veranlassung, 
diese Wissenschaft systematisch zu bearbeiten; ich habe mich 
bemüht, einerseits die Principien und Theorien der Mechanik 
klar zu legen, andererseits die Beweise für manche Sätze und 
die Metboden zur Lösung verschiedener Probleme möglichst 
zu vereinfachen. So entstand ein vollständiger Cursaa der 
theoretischen Mechanik, der mehrmals autographirt wurde, so 
dass meine Zuhörer ihn schon seit längerer Zeit benutzen. 
Mach nochmaliger genauer Durchsicht und nach Einverleibung 
verschiedener Abschnitte, zu deren Behandlung die den Vor- 
lesungen zugemessene Zeit nicht hinreichte, habe ich mich 
entschlossen, diesen Cursus der Mechanik herauszugehen und 
Oberliefere nunmehr den ersten Theil desselben, die Kinematik, 
der Beurtheilung des wissenschaftlichen Publikums. Obwol es 
an Werken über Mechanik sowul in fremden Sprachen, als 
auch in der russischen nicht mangelt, so glaube ich doch. 
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dass auch mein Werk nicht überäüssig sein wird. Es ist be- 
sonders för junge Leute bestimmt, welche die mathematischen 
und physikalischen Wissenschaften an den Universitäten Btudireu. 
Bei Abfassung desselben hatte ich hauptsächlich den Umstand 
im Auge, dass in der Universität der Unterricht in der theo- 
retischen J!ilechamk nicht nur darauf ausgehen muss, die 
Studireuden mit jenen Grundwahrheiten bekannt zu machen, 
auf denen gegenwärtig das ganze System der exakten Natur- 
wissenschaften beruht, sondern dass derselbe ihnen zugleich 
auch eine Uebuog in der matbematiBchen Analysis und in der 
Geometrie bieten soll. Soviel die Analysis und die Geometrie 
zur Entdeckung der Gesetze der Bewegung und des Wirkens 
der Naturkräfte beigetragen haben, ebensoviel haben die Me- 
chanik und die mathematische Physik die Entwickelung der 
analytischen und geometrischen Forschungsmethoden gefordert. 
Die Geschichte der Differential- und Integralrechnung zeigt, 
dass die Mechanik eine' unerschöpfliche Quelle von Problemen 
war, zu deren Lösung neue Integrationsmethoden für Func- 
tionen und Differentialgleichungen erdacht wurden. Man kann 
sagen, dass die beiden umfangreichen Bände der Mechanik von 
Euler nichts sind als eine Sammlung von Aufgaben der In- 
tegralrechnung. In der analytischen Mechanik von Lagrange 
zeigt sich die ganze Macht jener eleganten allgemeinen Me- 
thode, die aus einer einzigen Formel die Lösungen aller Pro- 
bleme derselben Art herleitet. Jacobi's Vorlesungen über 
Dynamik sind solchen Beispielen gewidmet, die zur Erläuterung 
der Methode der Integration von Differentialgleichungen in 
der kanonischen Form, und von solchen mit partiellen Deri- 
virten erster Ordnung dienen. Die physikalisch- mathematischen 
Untersuchungen über die Attractionskräfte, über Elektrieität 
und M^pietismus, über Wärme, Elastieität, Licht, Schall und 
Ober die Wellenbewegung im allgemeinen behandeln die Lehre 
von den Eigenschaften der Functionen, von den verschiedenen 
Beihenentwickelungen derselben und von der Integration linearer 
partieller Differentialgleichungen. Zwischen der Analysis, Geo- 
metrie, Mechanik und mathematischen Physik besteht gegen- 
wärtig ein so enger Zusammenhang, dass man sich beim Unter- 
richt nicht zu sehr um die Abgrenzung jener Wissenschaften 
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von einander zu kümmern braucht Die erste Anforderong, 
die man an eine zeitgemäase Beliandlung der mathematischen 
Wissenschaften stellen muss, ist wie Lam^ sehr richtig be- 
merkt*), die, dass die Eintkeilung der Wissensdiaft m reine 
und angewandte Mathematik für immer beseitigt werde. Deshalb 
glaube ich, dass man es mir nicht zum Vorwurf machen wird, 
wenn ich von dem eigentlichen Gegenstande der Mechanik 
häufig abschweife, um Probleme üu entwickeln, die in die 
Änalysis und Geometrie gehören. 

Lagrange betrachtete die Mechanik als eine Geometrie, 
bei der zu den drei Dimensionen des Raumes noch eine vierte, 
die Zeit, hinzutritt; die Änalysis in d^r Mechanik sah er als 
eine Weiterentwickelung der geometrischen Änalysis an.**) 
Nach dieser Anschauung treten die Kräfte und die Massen in 
der Änalysis nicht als Grössen von besonderer Art auf; denn 
die Kräfte werden durch Strecken ausgedrückt, die Massen 
durch Verhältnisse von Kräften. Bei -der Anwendung analy- 
tischer Resultate auf wirkliche Bewegungen ist man jedoch 
geuöthigt, die concrete Bedeutung der Kräfte als der Ursachen 
der Bewegung in Betracht zu ziehen. Infolge dessen zerfallen 
die in der Mechanik auftretenden Probleme in zwei Gruppen: 
in Tiinematische und dynamis<^\ die Probleme der ersten Art 
werden gegenwärtig in einem besonderen Theile der Mechanik 
behandelt, den man Kinematik nennt. Schon D'Alembert 
spricht in der Vorrede zu seiner Dynamik von der Nothwendig- 
keit, vor allen anderen Dingen die Gesetze der Bewegung zu 
studiren. Carnot beabsichtigte ein Werk wfter die geomefri- 
seben Bewegungen zu schreiben. Ampere aber hat zuerst ofiFen 
auf den grossen Vortheil hingewiesen, den das Studium der 
geometrischen EigenschM^n der Bewegung und der Verhält- 
nisse der Geschwindigkeiten der verschiedenen Theile einer 
Maschine zu einander unabhängig von dem Begriffe von Kräften 



*) „ißcartez ä tont jamais ladivisioii de la Bcicnce en Mathämatiqaea 
pateB et appliqn^ea." Conrg de Phj'Biqiie math^niBtiqDe rationnelle 1861. 
DiacoDTB pr^liminaire. 

**) „Aiust an peat regarder la mäcaaiqne comme rase g^om^trie iL 
qnatre dimensions , et TanalfBe m^coniqne comme nne exteueioD de l'ana- 
Ijae g6oai4tnqae." Theorie des fonctiona analytiqnes. 
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and Massen bieten mass.*) Poncelet machte den ersten 
Versuch zur Verwirklichung dieses Gedankens von Ampere, 
indem er in seinen Vorlesungen an der Pariser Facultät der 
Wissenschaften (1838 — 1839) die geometrische Theorie der 
wichtigsten zur Uebertragung der Bewegung dienenden Ma- 
schinentheile entwickelte. Seitdem kam die Behandlung kine- 
matischer Probleme mehr und mehr in Aufnahme. Man er- 
innerte sich der Descartes'schen Methode zur Construction 
der Tangente an eine Rollcunre, die auf der Existenz eines 
Rotation scentmnls bei der Bewegung einer ebenen, auf einer 
anderen hinrollenden Curve beruht, sowie der Tangentencon- 
structioQ von Boberval, die sich anf die Zusammensetzung der 
Geschwindigkeiten gründet. Man studirte eingehend die geo- 
metrischen Eigenschaften der Bewegui^ eines nnreränderlichen 
Systems. Auf Grund dieser Eigenschaften ergaben sich neue 
elegante Methoden zur Construction von Tangenten und Erfim- 
mangsradien für manche Gurren, sowie auch von Normalen 
für gewisse Flächen. Dann wurden die Beschleunigungen 
höherer Ordnungen untersucht und auf die Lösung von Pro- 
blemen über die zweite Krümmung und die Aenderung der 
ersten ErOmmung angewendet. Endlich fand man die Me- 
thode zur Bestimmung der Beschleunigungen bei der relativen Be- 
wegung. So bildete sich der theoretische Theil der Kinematik 
aus, der in verschiedenen Lehrbüchern als .Einleitung in die 
Mechanik bebandelt wurde. H e s a 1 , der ihn durch viele 
eigene Untersuchungen bereicherte, trennte ihn von dem an- 
gewandten Theile der Kinematik, der die Theorie der Me- 
chanismen zum Gegenstände hat, und gab eine systematische 
Darstellung desselben unter dem Namen der reinen Kinematik 
(Traite de Cin^matique pure, par H. Resal, Paris 1862). 
Hierauf erschien die reine Kinematik als ein besonderer Theil 
der Mechanik in den Werken: Cours de Mecanique et . de 
machines par E. Bour, Paris 1865, — Treatise on natural 
Philosophy, W. Thomson and P, Tait. V. I. Oxford 1867. 
— Theorie der Bewegung und der Kräfte, Dr. W. Schell, 
Leipzig 1870. 



*} Easai snr U claaeification des connaisBancea hamatnea. 
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Ich habe nach dem Yoi^ange von Bonr die theoretische 
Mechanik eingetheilt in: Kinematäc, Statik \md Dynamik; dabei 
habe ich zur Kinematik nur die allgemeineD grundlegenden 
kineniatischen Probleme ober die Bewegung eines Punktes und 
über die eines unveränderlichen Systems gezogen; andere 
kinematische Fr^en, die sich auf speciellere Theorien be- 
ziehen, wie z. B. die Probleme Qber die Deformation eines 
elastischen Körpers und über die Geschwindigkeiten der Flüssig- 
keiten, schien mir unzweckmässig Ton den dynamischen zu 
trennen. Die Lösung der Probleme über die Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen bei der Bewegung eines Punktes habe 
ich auf eine gleichartige Methode basirt, die eine Verallge- 
meinerung der gewöhnlichen Methode der Differentialrechnung 
ist und die man das geomehische Biffereatären nennen kann. 
Der Begriff der geometrischen Deririrten von veränderlichen 
geraden Strecken und die Betrachtung der Beschleunigungen 
als Buccessiver geometrischer Derivirten der Geschwindigkeit 
rührt von Besal her. Er bemerkte die bei der Differentiation 
einer Summe auftretende Analogie zwischen den geometrischen 
and den gewöhnlichen Derivirten; doch übersah er noch andere 
Analogien. In der Abhandlung „JJ^ier die BesdUeunigungen 
verschiedener Ordnungen"*) habe ich eine Formel zur Difieren- 
tiation eines geometrischen Productes aufgestellt, die der 
Leibnitz'schen Formel zur Differentiation eines algebraischen 
Productes anaJog ist; dort habe ich gezeigt, wie bequem sie 
zur Bestimmung der Projectioneu der Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen auf gegebene feste oder bewegliche Azen 
dienen kann. Zugleich habe ich verschiedene Anwendungen 
der Formel zur Bestimmung der Sehne des von einem Punkte 
durchlaufenen Weges vermittelst der Geschwindigkeiten und 
der Beschleunigungen verschiedener Ordnungen gegeben; diese 
Formel, die der Taylor'schen Beihe entspricht, ist von Möbins 
aufgestellt worden („Ueber die phoronomische Deutung des 
Taylor'schen Theorems." Crelle's Journal, B. 36). Zu diesen 

*) Sappleroent zu dem V. Bcuide der Memoiren der Eaiaerl. Akademie 
der Wisseoschaften Nr. 5 (mBÜBoh). Auch franzCsiBch: Memoire 8ur les 
accäärations de divers ordrSB (M^moireB de rAcftdämie des BcieDCea de 
St. P^terBbourg VII. Sine, T. VIIl, Nr. 6). 
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Analogien habe ict (im IV. und VII. Capitel der Kinematik) 
noch hinzugefügt: die Ausdehnung des Multiplicationsgesetzes 
zweier algebraischer Summen auf geometrische Summen, die 
Methode, die geometriachen Derivirten einer beliebigen variablen 
geradlinigen Strecke mit Hilfe der Geschwindigkeiten und Be- 
schleunigungen ihrer Endpunkte auszudrücken, die geometrische 
DifTerentiation nach yerschiedenen Variablen uud mehrere 
Sätze über die geometrischen Variationen. Aus allen diesen 
Analogien und Verallgemeinerungen ergab sich eine eigen- 
thümliche Methode für kinematische Untersuchungen, welche 
die früheren synthetischen Methoden ersetzt und die Anwen- 
dung der Ajialysis auf die Kinematik bedeutend erleichtert, 
besonders in der Hinsicht, dass sie erlaubt, lange Rechnungen, 
in denen oft ohne jede Noth wendigkeit geradlinige Coor- 
dinaten auftreten, zu yermeiden. Ein anderes wichtiges Hilfs- 
mittel zur Anwendung der Analysis auf die Kinematik bietet 
die directe Methode zur Bestimmung der Differentialparameter 
erster Ordnung einer Punktfunction. Lame betrachtete den 
DifFerentialparameter erster Ordnung einer Punktfunction als 
einen analytischen Ausdruck, der die Eigenschaft hat, bei 
der Vertauschung eines rechtwinkligen geradlinigen Coor- 
dinatensystems mit einem andern ebensolchen Systeme seine 
Form beizubehalten; er zeigte, welche Gestalt jener Ausdruck 
annimmt, wenn man die geradlinigen Coordinaten mit recht- 
winkligen krummlinigen vertauscht. Doch benutzte er den Vor- 
theil nicht, welchen die Darstellung des DifFerentialparameters 
dnrch eine auf der Normale der Niveauääche aufgetragene 
Strecke darbietet. Indem ich den Parameter in dieser Weise 
darstellte und ihn unabhängig von dem Coordinaten System 
als die Derivirte der Punktfunction nach einer zur Nivean- 
fläche normalen Verschiebung definirte, habe ich in der Ab- 
handlung: Directe Metkode mr Bestimmung des Ausdruckes 
der DifferenHcdparameler erster w»d sweüer Ordnung und der 
Krümmung einer Fläche in irgend toekhen recht- oder schief- 
umkligen Coordinaten*) gezeigt, wie man mit Hilfe der Para- 



•) Sapplement Bnin YIII. Bande der Memoiren üer Kais, Akademie 
der WiaaenBcbaften Nr. 4; auch nnter dem Titel: „Hoyen d'exprimer 
directement en coordonndee curritignee quelconqnei«, ortbog^nales ou 
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meter gewisser einfacher Functionen den Parameter einer za- 
sammengesetzten Function bestimmt. Diese Methode, die 
Diffetentialparameter erster Ordnung zu bilden, umfasst alle 
graphischen und analytischen Methoden zur Construction von 
Normalen an Mächen und Curven, Sie ist im VU. Capitel 
der Kinematik dai^elegt mit neuen Entwicklungen und An- 
wendungen auf die Bestimmung der Coordinatenparameter der 
bemeikenswerthesten Coordinatenaysteme. In der oben er- 
wähnten Abhandlung Über die Beschleunigungen verschiedener 
Ordnungen habe ich die allgemeinsten Formeln gegeben ftSr 
die Projectionen der Geschwindigkeit und der Beschleunigungen 
verschiedener Ordnungen auf die drei Coordinatenparameter 
und auf drei andere zu diesen co^jugirte Axen, die ich Go- 
ordinatenaxen genannt habe; hierauf habe ich jene Formeln 
zur Ableitung allgemeiner Ausdrücke für die bei der Bestimmung 
der ersten und zweiten KrOmmung einer Curve auftretenden 
Orössen in krummlinigen Coordinaten angewendet. Im X. 
und XI. Capitel der Kinematik ist die Ableitung aller dieser 
Formeln bedeutend vereinfacht mit Hilfe der Formeln für die 
Projectionen der geometrischen Derivirten der directen und 
reciproken Coordinatenparameter auf die Richtungen dieser 
Parameter; daim habe ich im XII. Capitel gezeigt, wie man 
mit Hilfe derselben Ausdrücke die geometrischen Derivirten 
des Differentialparameters einer beliebigen Punktfunction finden 
kann. Alles dies bildet die Grundlage für die allgemeine Theorie 
der krummlinigen Coordinaten, deren Gebrauch in der Geo- 
metrie und in der mathematischen Physik mehr und mehr 
Verbreitung findet. Im XII. und XIII. Capitel zeige ich, wie 
mit Hilfe der Beschleunigungen und der geometrischen De- 
rivirten der Differeutialparameter die allgemeinen Ausdrücke 
für die Derivirten der Function eines Punktes oder Punkt- 
systems nach der Zeit gebildet werden und wie sich auf Grund 
dieser Ausdrücke die allgemeine Form der Bedingungen er- 
giebt, welchen die Geschwindigkeiten nnd Beschleunigungen 
der Punkte genügen müssen, wenn diese Punkte nicht frei sind. 

obliques, lea param^trea diff^rentiels du premier et du second ordrea et 
la conibure d'one snrface." Mömoires de l'Ac. dea Bciences de St. Pöters- 
boutg, VII Särie, T. VIII, Nr. 16, 1865. 
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In der Kinematik des unveränderlichen Systems erläutere 
icli znerst die Eigenschaften der möglichen Geschwindigkeiten 
eines ireieu Systems, ausgehend von den Bedingungen fQr die 
Qeschwindigkeiten, welche sich aus der Unveränderlichkeit der 
Abstände der Punkte von einander, sowie der von diesen Ab- 
ständen eingeschlossenen Winkel ei^eben. Hierauf leite ich 
dieselben Eigenschaften aus den Formeln her, die Euler für 
die Projectionen einer möglichen Geschwindigkeit auf drei mit 
dem Systeme unveränderlich verbundene Äsen aufgestellt hat. 
Dabei verweise ich auf den Zusammenhang, der zwischen dem 
Systeme der möglichen Geschwindigkeiten und dem Systeme 
der auf den Geschwindigkeiten senkrechten Geraden, welches 
Plücker den Liniencomplex genannt hat, besteht. Ebenso 
gründe ich auch die Untersuchungen aber die Beschleunigungen 
verschiedener Ordnungen bei der Bewegung eines unveränder- 
lichen Systems auf die Formeln von Eulet und auf andere, 
die zur allgemeinen Bestimmung der Projectionen der geo- 
metrischen Derivirten einer Strecke auf rechtwinklige bewegliche 
Axen dienen. 

Die Eigenschaften der möglichen Geschwindigkeiten eines 
unfreien unveränderlichen Systems sind von Mannheim unter- 
sucht worden. Er beschränkte sich dabei auf die Betrachtung 
solcher Bedingungen für die möglichen Geschwindigkeiten, die 
sich auf die einfache Bedingung zurückführen lassen, dass ein 
starrer Körper sich mit einem Punkte auf eine feste Fl^he 
stützt. Thomson und Tait (Treatise on natural philosophy 
pag. 133) zeigen, dass es eine allgemeinere Bedingung giebt, 
die die Form einer linearen Gleichung zwischen den Pro- 
jectionen der Translationsgesch windigkeit und denen der Winkel- 
geschwindigkeit der Rotation auf drei zu einander senkrechte 
Axen hat, und dass sich diese Bedingung durch einen aus 
zwei Hooke'schen Schlüsseln gebildeten Mechanismus realisiren 
lässt. Ich gebe dieser Bedingung eine von dem Coordinaten- 
systeme unabhängige Form und zeige, vrie man, mit Hilfe ge- 
gebener Bedingungen von dieser Form, deren Anzahl nicht 
grösser als fünf sein darf, analytisch die möglichen Geschwin- 
digkeiten eines unfreien unveränderlichen Punktsystems unter- 
suchen kann, indem man die coigugirten Rotationsaxen ftlr 
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jedes Syetem möglicher Geschwindigkeiten bestimmt^ oder die 
conJQgirten Polaren des einem jeden mögliclien Gl^chwindig- 
keitssjstem'e entsprechenden linearen Complexes. In dem von 
der relativen Bewegung handelnden XVII. Capitel endlich leite 
ich mit Hilfe der Möbius'schen Formel für die Sehne des 
durchlaufenen Weges und der Formeln fQr die geometariscbe 
Differentiation mit einem Schlage die Beziehungen her, die 
zwischen den Geschwindigkeiten und den Beschleunigungen 
verschiedener Ordnungen bei der absoluten, der relativen und 
der Fahrun gsbewegung beBt«hen. Ich habe mich cur auf geo* 
metrische Beispiele der relativen Bewegung beschränkt und 
die interessanten Beispiele der relativen Bewegung der irdischen 
Gegenstände, die von der täglichen Bewegung der Erde her- 
rührt, in die Dynamik verwiesen-, denn dieselben erfordern den 
Begriff der Schwerkraft 
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Inhaltsülaersiclit der Kinematik. 



Beite 

Einleitung 1 

I. Capitel. Bewegung eines Punktea. — Gleichförmige Be- ■ 
wegung uod deren Gescliwindigkeit. — Ungleichförmige Bewegung; 
deren mittlere ßeecli windigkeit und die in einer gegebenen Zeit. 
erlangte Qescli windigkeit. — Zusammen setzung vonGeBchwindigkeiten 3 

IL Capitel. Gerade Strecken, welche ihre Länge und Lage 
mit der Zeit stetig ändern; ihre geometrischen Derivirten ver- 
schiedener Ordnungen, — Beschleunigungen verschiedener Ordnungen 
bei der Bewegung eines Punktes 36 

III. Cap itel. Abhängigkeit der geometrischen Derivirten einer 
geometrischen Fanction von den Geech windigkeiten der Endpunkte 

der Function. — Folgerungen und Anwendungen Sl 

IV. Capitel. Differentiation geometnscher Summen und Pro- 
dncte. — Die Projectionen der geometrischen Derivirten und die 
Beschleunigungen 1 . . . . 46 

V. Capitel. Bestimmung der GrSsse und Richtung der Sehne, 
welche den von einem Funkte in gegebener Zeit durchlaufenen 
Weg spannt. ^ Polgerungen 64 

¥1. Capitel. Geometrische Differentiation nach verschiedenen 
Tariablen, — Geometrische Variation. — Die geodätische Linie. — 

Die Bnuhistochrone TS 

VII. Capitel, Function eines Punktes. — Niveau. — Allgemeine 
Coonünatenmethode. — Differentialparameter erster Ordnung. — 

Die wichtigsten Coordinatensyateme ". 98 

Elliptische Coordinaten im Baume 131 

Transformation vermittelst reciproker Badienvectoren. — 

Thomson'sche Coordinaten 131 

Homogeae Coordinaten 141 

Vin. Capitel. Allgemeine Methode zur Bestimmung der Lage 
und Länge einer Strecke vermittelst ihrer Componenten und Pro- 
jectionen auf drei schiefwinklige Axen. — Anwendung tmt die Be- 
stimmung der Geschwindigkeit 14T 

IX. Capitel. Emmmlinige Coordinaten auf einer gegebeneu 

Fläche 167 

Geodätische Coordinaten 172 

Eartographiache Coordinaten 180 



izecy Google 



X. Capitel. Die giKunetrischen Derivirten der CoordiDaten- 
parameter. — Ausdrücke für die Erümmnng von Linien, die anf 
Coordinatenflaclien liegen 195 

XL Capitel. Frojectiooeii und Compouenten der Beschleu- 
sigangen Terachiedeaer Ordnungen auf den Cooidinatenpai^metem. 
— ÄuwenduDg auf die Bestimmaag der ersten und zwuiten Erümmuug 
der Bahn eines beweglichen Punktes 217 

Xn. Capitel. Allgemeine Auidräcke für die Frojectionen des 
DifierentialpaiamcterB erster Oidonng und seiner geometrischen De- 
rivirten anf die Coordinntenparameter. — Allgemeine Ausdrücke für 
die Derivirten von PunktfuncÜenen nach der Zeit und fQr die In- 
cremente von Funklfnuctionen 237 

XIII. Capitel. Bedingungen der mOglichen Bewegungen. , . 263 

XIV. Capitel. Mögliche Bewegungen eines nn veränderlichen 
Ponktsystems 868 

XV. Capitel. Die Beachleunigongen bei der Bewegung eines 
freien unveiinderlichen Syst«nia. — Endliehe Verschiebungen . . . 332 

Endliche mögliche Verschiebuugen eines freien unveränder- 
lichen SyatemB 355 

XVT. Capitel. Mögliche Bewegungen einea unfreien unver- 
änderlichen Systems 371 

XVII. Capitel. Eelative Bewegung 379 



izecDy Google 



Einl«itnng. 



Die bei irgend einer Naturerscheinung der Beobachtung 
sich darbietenden Körper haben eine gewisse Gestalt und eine 
gegenseitige Lage, welche sie entweder eine beBtimmte Zeit 
hindurcb beibehalten oder fortwährend ändern. Im ersten Falle 
befinden sie sich in Ruhe, im zweiten in Bewegung. Die Me- 
thoden zur Untersuchung der mathematischen Umstände des 
einen, wie des andern Zustandes der Körper, bilden den Gegen- 
stand der theoretischen Mechanik. 

Nach der Art der in der theoretischen Mechanik auf- 
tretenden Fragen und gemäss der natürlichen Reihenfolge, in 
der sieh dieselben darbieten, theilt sieh diese Wissenschaft in 
drei Theile: Kinematik, Statik und Dynamik. 

In der Kinematik werden diejenigen Fragen über die Be- 
wegung behandelt^ zu deren Lösung es nicht nöthig ist, den 
Stoff der Körper, ihre Trägheit und die zwischen den Theilen 
der Materie wirkenden Kräfte in Betracht zu ziehen, d. h. zu 
deren Lösui^ nur die Raumverhältnisse und die Zeit der Be- 
wegung betrachtet zu werden brauchen. Dieser Theil der 
Mechanik steht im inn^sten Zusammenhang mit der Geometrie, 
auf die er sich hauptsächlich stützt und die er, möchte man 
sagen, vervollständigt, indem er zu den drei Dimensionen der 
Geometrie noch eine vierte, die Zeit, hinzufügt. Ihm gebührt 
der Name, den Lagrange der Mechanik überhaupt giebt: Greo- 
meirie von vier Dimensionen,*) 

In der Statik werden zunächst die allgemeinen Beziehungen 
zwischen den kinematischen Grössen und den eine Bewegung 

*) Theorie des foDctioua analjtiqneB, nouvelle äitioui Paria 1813. 
pag. 311. 

Bomoff.MactiiBik. I. 1 
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herrorbringenden Kräften behandelt; auf Grand dieser Be- 
ziehungen wird dann das Mass der Kraft und das der Masse 
eines Körpers festgestellt. Dann werden die Methoden zur 
. Umwandlung der Kräfte behandelt, die Ersetzung gegebener 
Kräfte durch andere einschere und die Bestimmung der Be- 
dingungen des Gleichgewichts von Kräften, d. h. der Bedin- 
gungen, unter denen gewisse Kräfte die Wirkung anderer 
Kräfte Temichten. Zugleich werden die Methoden untersucht, 
die zur Bestimmung der Gestalt und Lage dienen, welche die 
Körper haben müssen, wenn die auf sie wirkenden Kräfte sich 
im Gleichgewicht befinden sollen. 

Die Dynamik endlich hat zum Gegenstand die Metboden 
zur Untersuchnng der Umstäjide einer Bewegung, welche durch 
bestimmt« Ursachen, Trägheit und Kräfte, hervorgerufen wird, 
sowie zur Bestimmung der Kräfte,- welche im Stande sind, 
eine gewisse Bewegung hervorzubringen. 
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I. Gapitel. 

Bewegung eioea Punktes. — Gleichfürmige Bewegang nnd deren Qe- 
ach windigkeit. — Ungleiohffinnigo Bewegung. — Deren mittlere 
Geschwindigkeit und die in einer gegebenen Zeit erlangte Geachwin- 
digkeit. — Zasammensetznng von Oeschwindiglceiten. 

1. In der Kinematik werden die Bewegungen der geo- 
metrischen Gebilde zugleich mit der Zeit der Bewegung be- 
trachtet 

Die Untersuchung der Bewegung irgend eines Gebildes 
von einer, zwei oder drei Dimensionen läast sich auf die Unter- 
suchung der Bewegung von Punkten zurückfahren, da jedes Ge- 
bilde der geometrische Ort von Funkten ist, deren Lage durch 
gewisse Bedingungen bestimmt wird; daher beziehen sich die 
ersten Fragen der £inematik auf die Bewegung eines ein- 
zelnen Punktes. 

Die Bewegung eines Punktes ist die stetige Äenderung 
seiner Lage in Bezug auf nach Uebereinkunft gewählte geo- 
metrische Gebilde, z. B. in Bezug auf drei zu einander senk- 
rechte Ebenen. 

Wenn es zur Bestimmung der Bewegung eines Punktes 
nicht erforderlich ist, die Bewegung derjenigen Gebilde zu 
kennen, auf welche seine Lage bezogen wird, so werden 
diese Gebilde als absolut unbeweglich betrachtet, und die Be- 
wegong des Punktes heisst absolut. 

Die Bewegung eines Punktes heisst relativ, wenn es zur 
Bestimmung dieser Bewegung nöthig ist, die absolute Be- 
wegung des Punktes und die absolute Bewegung der Gebilde 
zu kennen, auf welche die L^e des Punktes bezogen wird. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit der absoluten Be- 
wegung. 
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3, Die von einem Punkt bescbriebene Linie heisst seinä 
Bahn {Trajedone). Der Bogen s der Bahn, welcher den Von dem 
Punkt in der Zeit t durchlaufenen Weg darstellt, ist eine Function 
dieser Zeit, Die einfachste Form einer solchen Function ist: 

s^ vt, 
wo V eine Constante bedeutet. Die Bewegung, bei welcher der 
durchlaufene Weg sich als eine Function von dieser Form 
darstellt, heisst gleichförmig. 

Das constante Verhältniss « = - des Weges zu der ent- 
sprechenden Zeit nennt man die Gesc^uiindigkeit der gleüih- 
ßrmigen Bewegung. 

3. Eine Bewegung, bei der sich der Weg als eine andere 
Function der Zeit darstellt, heisst veränderlicK Wenn bei 
einer solchen Bewegung der durchlaufene Weg durch die 
Function s = fif) dargestellt wird, so ändert sich das Ver- 
hältniss r ^ -j zugleich mit (, d. h. es hat für jedes gegebene 
( einen bestimmten Werth. Dieser Werth heisst die mittlere 
Geschwindigkeit der Bewegung wahrend der Zeit t. Er ist gleich 
der Geschwindigkeit einer solchen gleichförmigen Bewegung, 
bei welcher der Punkt in der Zeit ( einen Weg zurQcfelegt, der 
dem in derselben Zeit mit veränderlicher Bewegimg zurück- 
gelegten Wege s gleich ist. Bei der veränderlichen Geschwindig- 
keit kommt ausser der mittleren Geschwindigkeit noch eine 
Geschwindigkeit in Betracht, die man die von dem Punkte in 
einer g^ebenen Zeit erlangte, oder einfach die Gesckioindiglceii 
0u einer g^ebenen Zeit nennt; dieselbe bestimmt sich folgender- 
massen (Fig. 1). 

Es sei AB die Bahn des beweglichen Punktes m, AM = s 
= f{t) der in der Zeit t durchlaufene Weg und MM' = ^s 
^'8- 1- der in der unendlich kleinen auf t fol- 

--'^ genden Zeit r durchlaufene Weg. Das 

Verhältniss — , welches die mittlere Ge- 
schwindigkeit der Bewegung während 
der Zeit r darstellt, nähert sich bei abnehmendem und der 
Null sich näherndem r der derivirten Function -r- = f{f)\ 
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diese Grenze der mittlerea Geschwindigkeit der Bewegung 
während der unendKch kleinen Zeit z beisst eben die Ge- 
schwindigkeit zur Zeit t. 

Wir werden diese Gescbwindigkeit durch die Strecke 
MT^^=f'{t) darstellen, die auf der Tangente der Bahn im 
Punkte M aufgetragen wird und nach der Seite hin gerichtet 
ist, wohin der Punkt m sich zur Zeit t bewegt. 

Die Länge und Kichtung von MT stellen die Grenze der 
Länge und Richtung der Geraden MS dar, die auf der Sehne 
MM' aufgetragen und der Geschwindigkeit gleichgemacht ist, 
mit welcher der Punkt in gleichförmiger Bewegung die Sehne 
MM' in der Zeit t durchlaufen kann, die also dem Verhältnias 
— — gleich ist. In der That, nähert sich t der Null, so 
nähert sich die Bichtung MS der B>icbtung der Tangente, auf 
welcher die Länge MT aufgetragen ist^ und da sich dabei das 
Verhältniss des Bogens ^s zur Sehne MM' der Einheit 
nähert*), so giebt die Gleichung 

MS 



I Sehne MM' 
in der Grenze 

f (t) = lim MS, d. h. MT = Um MS. 
Im Falle der geradlinigen Bewegung, d. h. wenn die Bahn 
eine gerade Linie ist, fällt die Richtung der Gescbwindigkeit 
MT mit der Richtung der Bahn zusammen. 

Beispiele: 1) Die Bewegung einea fallenden ECrpers ist oß) durch 
die Bewegang eines einzigen PnnktSB bestimmt, der, wie Galilei gefunden 
hat, in vertikaler Bichtong einen dem Quadrat der entsprechenden Zeit 
proportionalen Weg durchläuft: folglich ist dieser Weg durch eiae Function 
TOn der Form s = at' dargestellt, wo a eine constante positive Qrdsse 
ist. Die mittlere Geschwindigkeit dieser Bewegung während der Zeit t 

ist - ■=! at, und die In der Zeit t erlangte Geschwindigkeit, die wir mit 
V bezeichnen wollen, ist; 



Sie ist also doppelt so gross als die mittlere Geschwindigkeit; Beide 
Geschwindigkeiten sind der Zeit proportional, d h. wachsen mit der 



, Conrs d'analjse de l'ßoole polytechniqne. T. I, Le9on 23. 
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Zeit gleichfBnnig. Eine Bewe^piug, welche diese BeschaiTenheit bat, 
heiBst gleichförmig beidileunigt. Die Conatante a üt dem in der Zeit- 
einheit TOu dem Ptmktti durchlaufenen Wege gleich; denn es wird s =• a 
ßit t = l. Dieselbe ist uuch gleich der mittleren Qeechwindigkeit in 
der Zeiteinheit and gleicli der Hälfte der in der Zeiteinheit erlangten 
Geschwindigkeit; beseicbnet man daher diese letztere durch g, so hat 
man: a = ig, s = {gf, v = gt. unter dieser Form werden die Fall- 
gesetse gewöhnlich dargestellt. 

Die mittlere Geschioindigkeit der Bewegimg während einei beliebigen 
Zeitraumes t' — t ist das arithmetische Mittel aus der im Anfang und 
au* der am Ende dieter Zeit erlangten Geschwindigkeit ; denn diese Ge- 
schwindigkeit ist; 

2at' -|-2nt 



__«((' + ()-- 



2) Angenommen, der von dem unbeweglichen leuchtenden Punkte S 

(Fig. S) beleuchtete Funkt m bewege sich gleichförmig auf der Geraden 

AB mit der Geschwindigkeit c, Tom 

_ Punkte ans; es soll die Bewegung 

seines Schattens auf einer gegebenen 

Ebene bestimmt werden. 

Die Bahn des Schattens ist offenbar 
e Gerade CD, nämlich der Durch- 
schnitt der gegebenen mit der durch 
jfT — jf S und AB gebenden Ebene. Es sei 
M die Lage des Punktes tn zur Zeit 
t, M' die Lage Beines Schaltens zur salben Zeit, O' die Anfangsl^e 
dieses Sohattemi; AO ■=• b, AO' =- ß, M' — s. Zieht man noch SC 
parallel ..!£ und iSJS parallel CD, so sei SC~a, SE^b. Die ähnlichen 
Dreiecke AMM' und SME geben 




ffir den Yon dem Schatten 3f' in der Zeit t durchlaufenen Weg O M(; 

daraus leiten wir die von diesem Pankte in der Zeit t erlangte Ge- 
BCb windigkeit her; 

ds aihc abc e. CM'' 

""dt^Ca — o — et)'"" ME^^ ab " 

IHese Geschwindigkeit ist umgekehrt proportümed dem Quadrate der 
Entfernung des beleuchteten Punktes m von dem unbeweglichen PutMe E 
und direct proportional dem Quadrate der Entfernung des Schaitenpunktes 
M' von dem festen Pttnkte C. Sie wird unendlich gross, wenn m nach 
E kommt, d. h. wenn M' sich ins Unendliche entfernt. 

3) Der Punkt m bewege sich anf einer Kugelflächc, welche die Erds 
darstellt (Fig. 3). Ist P einer der Pole, AB der Aequator, die Bahn 
des Punktes ein grCsster Kugelkreis^Cnnd ändert sich die geographische 
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Iiänge prop{>rtdonal der Zeit t, bo soll der dnrchlaiiifeiie Weg und die 
Oeachwindigkeit am Ende dieser Zeit beetimiut werden. 

Eb Bei die Anfangslage des 
beweglichen Punktes, 3f seine Lage 
/-._ ZOT Zeit t, Q der Schnittpunkt des 

Meridians des Fnnktes mit dem 
Aeqnator, N der Schnittpunkt dei 
Ueridiona von M mit dem Aeqna- 
tor, AO = p, AQ^q; Winkel 
MAN-^A, OJf — s, gN=at, 
wo a eine Conetante; endlich be- 
zeichnen wirmitßdie geographische 
Breite 3f ffiind mit « das Äümnth 
PMC, Ans dem sphärischen Dreieck ^Jlf JTleiten wir die Gleichnng ab 




tBn(p + s)-. 



tan (g + g') 



welche znr Bestimmung des dorchlanfenen Weges als Function der Zeit 
dienen kann, Dnrch Differentiation erhalten wir die Geschwindigkeit 
der Bewegong des Punktes m, nämlich: 

ds _ a cos' (j) + i) a coi A 

" = d* - cos ^ cos' (9 + at) = CO.' A cos< (g + at) + sin» (s + at) 
Da cos {p-\-s)^ cos p cos {q -f* i')) so kann der Mr die Geschwindig- 
keit gefundene Ausdruck \a die Form gebracht werden: 

• = ^- 

Dieee Formel zeigt, dass die Geschwindigkeit sieh proporUtmal dem 
Quadrate des Cosintis der Breite des Ortes des heieeglichen Fmtktes ändert. 

Die Breite ^st sich nun als Function der Zeit durch die Formel 
ausdrucken: 

tan ^ = tan .1 sin (q + af). 

Die Richtung der Geschwindigkeit v, d. h. der Tangente an die 
Bahn .^0 im Pnokte M bestimmt sich durch das Asimuth a, das mit 
der Zeit durch die Gleichung verbunden ist: 

Der Cosinns der Breite ß ist der Badias eines Parallelkreiaes , der 
durch den Punkt M hindurchgeht und deshalb ist, wie Formel (I) zeigt, 
die Gescltwindiglceit zwr Zeit t dem Quadrat des Radius desjenigen Paralld- 
kreisea proportiwtal , auf dem der Punkt sich zu dieser Zeit befindet. 
Daraue folgt, dase der Funkt m seine grösste Geschwindigkeit hat, wenn 
er sich auf dem Aequator befindet, d. h. in A oder in dem diametral 
gegenflherliegenden Punkte. 

4. Lehrsate. Wenn zwei Linien (p) und (g), die einer 
beliebigen Fläche S angehören, sieb continnirlich derart 
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ändern *), dass ihr Schnittpunkt m sich auf einer Linje AB be- 
wegt und zur Zeit t die Geschwindigkeit v hat, so hängt diese 
Geschwindigkeit von zwei andern Geschwindigkeiten ab: von 
der Geschwindigkeit u der Bewegung des Schnittpunktes der 
veränderlichen Linie (q) mit der festen, die Lage der Linie (p) 
zur Zeit t darstellenden Linie, und von der Geschwindigkeit 
w der Bewegung des Schnittpunktes der veränderlichen Linie 
(p) mit der festen, die Lage von (q) zur Zeit t darstellenden 
Linie, — nämlich: Die Geschwindigkeit v ist die Diagonale des 
ühar den Gesdtmndigkeiten u wnd w construirten Parallelogramms 
(Fig. 4). 

Beweis. Es mögen MC und MD die Lagen der Linien 

(p) und {q) zur Zeit ( darstellen, M'C und M'D' deren Lage 

Pig 4, zur Zeit i -i- t, M^ den 

j Durchschnitt von M'IX 

mit MC und M^ den 

Schnittpunkt von M'C 

mit MD. Tn^en wir 

auf der Sehne Jlf3f' die 

Länge MS = ab, 

auf der Sehne MM^ die 

MM, , 

= und 

auf der Sehne MiM' die Länge M^S^ = — ' — , und lassen 
wir t abnehmen und gegen Null convergiren. Dabei geht MS 
in die Gerade MT über, welche die Geschwindigkeit v der Be- 
wegung von m auf AB darstellt; die Gerade IfS, geht in die 
Gerade MT, über, die die Geschwindigkeit « der Bewegung 
des Punktes M^ auf der Linie MC von M nach C hin dar- 
stellt, und die Gerade M^S^ geht in eine gewisse Länge MT^ 
über, welche auf der Tangente der Linie MD im Punkt M 
liegen muss, da die Richtung M^S^ beim Zusammenfallen der 
Punkte Ifj und M' mit M auf die Taugente der Linie M^D' 
in Ml iallt und die letztere in allen ihren Punkten mit MD 




*) Dabei ändert sich nicht nur die Lage der Linie, soadem auch 
ihre Krümmong in jedem ihrer Punkte. 



izecDy Google 



zusammenfällt. Ziehen wir noch die Gerade SiS, so folgt 
aus der Äehnlictkeit der Dreiecke MS^S und MM^M', dasa 

S^S=^^ = M^S^ und daas Sj_S parallel M^M ist; also 
Bind die Geraden S^S und M^S^ gleich nnd parallel für jedes 
T, und deshalb sind »uch die Grenzen T^T und MT^, denen 
sie sich fortwährend nähern, gleich und einander parallel. 
Daraus ergiebt sich: 1) dasa das Viereck JfJ", STj ein 
Parallelogramm ist, 2) dass die Geschwindigkeit u oder MJ\ 
der Bewegung des Punktes itf, längs MC bestimmt wird, wenn 
man vom Endpunkt der Geschwindigkeit v die TT^ parallel 
zur Tangente MT^ der Linie MD zieht^ bis sie die in M an 
MG gelegte Tangente trifft. Auf Grund der letzten Folgerung 
aber zeigt es sich, dass die Gferade MT^, welche die Grenzlage 
Yon JtfiSj darstellt, die Geschwindigkeit w der Bewegung von 
Mg auf MD ist, da sie durch dieselbe Construction wie MT^ 
bestimmt wird. 

Also wird die Geschwindigkeit v durch die Dii^onale 
MT des ParaDelogramms dargestellt, das sich über den die 
Geschwindigkeiten « und w darstellenden Längen MT^ imd 
MTg als Seiten construiren lässt, was zu beweisen war. 

Die Bewegung des Punktes t» auf AB wird betrachtet 
ala zusammengesetzt aus der Bewegung von M^ aaf MC und 
M^ auf MD, weil sie durch die gleichzeitige Verbindung dieser 
beiden Bewegungen hervoi^ebracht werden kann, wenn man 
zugleich die Linien (p) und (_q) sich in der Zeit t. ändern lässt. 
Die Bewegungen auf MC und MD nennt man die Componmt&i 
der Bewegung auf MB. 

Zwei gleichzeitige gleichförmige Bewegungen von den 
Geschwindigkeiten m und w auf den Geraden MTi und MT^ 
kQnnen als die Componenten einer gleichförmigen Bewegung 
auf MT von der Geschwindigkeit v angesehen werden; denn 
zieht man zu MTi und MT^ parallele Gerade durch die auf 
diesen Geraden sich bewegenden Punkte, d, h, durch die End- 
punkte der Strecken ut und wt, so schneiden sich dieselben 
auf MT, und der Schnittpunkt bewegt sich gleichförmig mit 
der Geschwindigkeit v, weil die drei Längen ut, wt und vt 
eich proportional den drei Längen MT^, MT^ und MT ändern. 
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Die Gesctwmdigkeiten m und w heisaen die Compotimten 
der Geschwindigkeit v. 

5. Die Geschwindigkeit « schlieast denPolygonalzngJtfl^ J", 
der aus der Geschwindigkeit « und der der Geschwindigkeit w 
gleichen and parallelen Strecke TjT gebildet wird; daher ist 
die Projection von v auf jede Äxe x gleich der Summe der 
Projectionen von u und tv auf dieselbe Äxe, d. h. : 

V cos (vx) = u cos (ux) -f- w cos (tax) (2) 

für jede Richtung von x. 

Setzen wir der Kürze halber fest, dass geofnctrisehe Summe 
mehrerer Strecken «, u, u", . . . eine solche Strecke genannt 
werden soll, deren Projection auf jede beliebige Axe gleich 

der Summe der Projectionen der Strecken «, u, u" . auf 

dieselbe Ase ist, und nehmen wir zur Bezeichnung einer solchen 
Summe die von ßesal*) vorgeschlagene Bezeichnungs weise an: 

Unter dieser Voraussetzung und auf Grund der Gleichung 
(2) kann man nun sagen, dass die Geschwindigkeit t; die 
geometrische Summe der Geschwindigkeiten u und w ist, und 
man kann dies so bezeichnen: 

v-ü + ic. (3) 

Die Grade w, die man zu u geometrisch hinzufügen muss, 
um V als Summe zu erbalten, heisst die geometrische Differenz 
von V und u,-was symbolisch ausgedrückt wird durch: 

W = V — M. 

Das Dreieck MT^M^ (Fig. 4) giebt die Gleichui^en 
v^ = u^ -\- v}* -\- 2 Hw cos («wj, 
u'.w.v = ava {yic) : sin (vu) : sin (uw) 
zur Bestimmiang der Grösse und Richtung einer der drei Ge- 
schwindigkeiten u, V, w, wenn ^ie beiden andern gegeben sind. 

6. Der Punkt m bewege sich in der Ebene und sei auf ' 
zwei in der Ebene gelegene feste Axen Ox and Oy bezogen; 
X und y seien seine geradlinigen Goordinaten bezüglich dieser 

•) Re«al, Tmt^ de Cin^matiqiie pnre, page 18, 



izecDy Google 




- 11 — 

Axen (Fig. 5). Der Ort M des Punktes m zur Zeit ( ist der 
Schnittpunkt der Geraden QM und PM, die den Axen Ox und 
Off parallel sind. Diese Geraden 
y bewegen aich mit m zugleich und 

nehmen zur Zeit t-\- t die Lagen 
M'Qf und MF" an, welche die 
ursprünglichen Lagen resp. in den 
Punkten M, und M^ schneiden. 
Auf Grund des in §. 4. bewiesenen 
Lehrsatzes ist v zusammengesetzt 
ausderGescbwindigkeitder gerad- 
—X liuigen Bewegung von 3fi auf einer 
zur Axe Ox parallelen Geraden 
und der Geschwindigkeit der geradlinigen Bewegung von M^ 
auf einer zu Otf parallelen Geraden. Die erste dieser Ge- 
gchwindigkeitscomponenten ist + -jr oder — -j^, je nachdem 
die Äbscisse x wächst oder, abnimmt bei zunehmendem t. Die 
zweite Geschwindigkeitscomponente ist + ■^. Jedenfalls kann 
man die Derivirten der Coordinaten nach der Zeit: x ^ ^, 
jy' ■= ^ als Coordinaten des Endpunktes T der die Geschwin- 
digkeit V darstellenden Geraden MT ansehen, in Bezug auf 
Äxen, die ihren Ursprung in M haben, den Aseu Ox und Oy 
parallel und mit ihnen gleichgerichtet sind. Allgemein hat man: 

?-7+?. 

Im Falle rechtwinkliger Axen ist: 

x' = v cos (vx), y ^v cos {vy), «' = x'^ + y*. 

Zur Bestimmung der Grösse und Richtung der Geschwindig- 
keit V muss man die Functionen der Zeit kennen, welche x 
und y ausdrücken. 

Der Hodogra^ der Gesekmndigkeit. Man kann die Deri- 
Tirten der Coordinaten nach der Zeit, x' and y, ab Coordinaten 
bezügHch der Axen Ox und Oy eines Punktes ft betrachten, 
der sich am Endpunkt einer der Geschwindigkeit v gleichen, 
parallelen und gleichgerichteten Geraden 0^ befindet. Zugleich 
mit m wird sich auch ^ bewegen. Die Bahn dieses letzteren 



izecy Google 



— 12 - 

Punktes ist von Hamilton Sodogra^ der Geschwindigkeit ge- 
nannt worden. Ist der Hodograpli bekannt, so bestimmt sich 
die Geschwindigkeit in einem gegebenen Punkte M folgender- 
massen. Man legt in diesem Punkte die Tangente an die Bahn 
des Punktes m, nach der Seite hin, wohin dieser Punkt sich 
bewegt; dann zieht man durch den Anfangspunkt eine ihr 
parallele und gleichgerichtete Gerade Oii; man bestimmt den 
Schnittpunkt ft dieser zweiten Geraden mit dem Hodographen 
und trägt endlich auf der ersteten eine der Oft gleiche und 
gleichgerichtete Strecke MT ab. 

Beiipide: l) Ba sei 

x~at,y^^gt\ (a) 

Die Bewegung, bei der die Cooidiuaten des beweglichen Pnnktea 
durch diese Functionen der Zeit dargestellt werden, ist zusammengeBetzt 
aus einer gleichförmigen, der Axe Ox parallelen von der Geschwindigkeit 
a und aua einer gleichmässig beechkonigten, der Axe Oy parallelen, 
bei der die in der Einheit der Zeit erlangte Geschwindigkeit g iat. Eine 
derartige Bewegung wQrde, wie Galilei fand, ein unter beliebiger Neigung 
gegen den Horiaont geworfener Körper haben, wenn die Luft nicht wäre. 

Aus Gleichung (a) leiten wir die Geschwiudiglieitacoinponenten ab: 
i' =. „, j,' = j,( = ? X. 

Die erste ist constant, die zweite ist der Zeit oder der Abscisse x 
proportional. — Die Gleichung x ^ a, weiche die Zeit ( nicht enthält, 
ist die Gleichung dea Hodographen. Sie ge- 
[18^. jjQj^ einer der Axe Oy parallelen Geraden 

an (Fig. 6). Aus der gegebenen Lage M des 
beweglichen Punktes m bestimmt sich die Lage 
des Punktes ^ folgendermaBsen: Bestimnien 
wir den Punkt C durch die Coordinaten a 
und g, ziehen wir die Gerade OC bis vaxa 
Durchaclmitt mit der Ordinate PM von M und 
aus dem Schnittpunkt Q eine Parallele zur 
Aze Ox bis zum Durchschnitt mit der Ordi- 
nate AG von C; der Schnittpunkt iat, wie 
leicht EU sehen, der Punkt fi, und die Gerade 
AC ist der Hodograph. Die Geschwindig- 
, keit V stellt aich ala eine der Ofi gleiche 
und parallele Gerade OT dar. 
Eliminirt man t aus den Gleichungen (a), so ergibt sich die Gleichung 
der Bahn 

'ia^y = gx\ . 
Diese Gleichung zeigt, daas die Bahn des Punktes m eine Parabel 
iat, die im Punkte O die Aie Ox berührt. 



oy Google 



~ 13 ~ 

2) Die Geschviodigkeit der elliptiBchen Bewegnug eines Planeten 
traf Gmiid der Kepler'eclien Qeeetze zu beBtdmmen. 

Nach den von Eepler gefandenen Gesetzen bewegt sieb dei ala 
Pmikt zn betrachtende Planet derart auf einer Ellipse, dass die von dem 
Pjg ^ IladiusTector des Planeten 

beecbriebenen Flächeni^nme 
den euteprecbenden Zeiten 
proportional sind , wenn 
die Badienvectoren aas d^m 
Brennpunkt gezogen weiden, 
in welchem sich die Sonne 
befindet. Eh sei (Fig. 7) 
der Ort der Sonne, M der 
Ort des Planeten zur Zeit t, 
2 a die grosse Aie der Pla- 
netenbahn, e daa Terhältniss 
der Excentricität znr halben 
grossen Äxe, p der halbe 
Parameter, r der Badins- 
veetor OJf und gi der Win- 
kel 3f OP, velchenderßadiosTector rmit derjenigen Richtnng der groa^n 
Äxe bildet, die durch den der Sonne nächsten, Perihel genannten, 
Scheit«! P geht. Die Qleichni^ der Bahn in Polarooordinaten ist dann: 




3, Dod nach dem 
dt gleich einer 



1 + « cos 9' 
Das Differential der Sectorenfläcbe MOP ist ^r'd 
zweiten Kepler'schen Gesetze mnss sein Verhältnjss 1 
gewieaen constaoten GrSsse c sein, d. h.: 

Bezeichnet man mit x und p die Coordinaten des Planeten 3f in Bezug 
anf rechtwinklige Aieo Ox und Oy (diese so genommen, dass die Axe 
der positiven x durch das Perihel P geht), so hat man ans Gleichung (a): 



1 -f e cos qo ' 
y - r Bin .p = -?^^. 
Nimmt man die Derivirten dieser Ausdrücke nach t und beachtet, 



, wie Gleichung (b) ei^bt, 



dt 



3 findet man: 



ü' = — — sin 9, j/'~ -— tcoay + e), 
Dnd hierans folgt durch Elimination des Winkels f. 

.,,/ . 2ceV 4c» 
^ ' + (y - — ) = --r, 
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alH Gleicbnng des Hodographeo. Dieselbe zeigt, ieaa der Hodograph der 

Planetenbemegitng ein Kreis vom Radius — ist, dessen Mittelpunkt C sidt 

auf üer Axe Oy in der Entfernung OC — ^- von befindd. 

Da — <! —, BO Bchneidet der Hodograph die grosHe Axe AP. Um 
p p 

die Geschwindigkeit im Punkte M zn bestimmeD, zieht man ia diesem 

Punkte die Tangente an die Planetenbahn und parallel dazu Oft bis 

zum Durchschnitt mit dem Hodographen; dann macht man MT ■>- Op.. 

Die Fonneln (c) liefern: 

v' ^ x' + y-' = —-[l + 2e <x^ <p + e^], 

auB Gleichung (a) aber hat man; 



1 4c' [2p 



8c' (1 1 \ 



Dieser Äasdruck zeigt, dass dio Geschwindigkeit am grösBten ist, 
wenn der Radiusvector am kleinsten ist, d. h, im Ferihelinm, und am 
kleinsten, weun der Radiusvector am grüeaten iat, d. h. im Äphclium. 
Auf dem Hodographen sind diese beiden Geschwindigkeiten durch die 
Längen 

dai^estellt. 

7. ÄngenouiiueD, der in der Ebene bewegliche Punkt m 
sei durch Polarcoordinaten bestimmt: durch dea Radiusvector 
Kg, 8. »* und den Winkel y, welchen der 

Radioavector mit einer festen Axe 
Ox büdet (Fig. 8). Der Ort des 
Punktes m zur Zeit t ist der Schnitt- 
punkt einer durch unter dem 
Winkel 9> gezogenen Geraden mit 
— einem Kreise vom Radius r, dessen 




Mittelpunkt in ist. Diese beiden Linien ändern sich bei 
der Bewegung des Punktes »», und zur Zeit i -f- t durch- 
schneiden sie sich mit den ihre Lage zur Zeit t darstellenden 
Linien in M^ und M^; daher ist die Geschwindigkeit v zu- 
ingesetzt aus der Geschwindigkeit der Bewegung des 
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Punktes 3fj auf dem Radius vector OM und aus der Ge- 
schwindigkeit der Bewegung des Punktes M^ auf der Peripherie 
des aus als Centrum mit dem Radius OM beschriebenen 
Kreises. Die erste Geschwindigkeitecomponente ist gleich der 

Grenze, der sieh das Verhältniss nähert, wenn t gegen 

Null convergirt. Diese Grenze ist -|- -j- oder — j* > j^ nach- 
dem r, bei zunehmendem t, wächst oder abnimmt. Die zweite 
Geschwindigkeitscomponente ist die Grenze des Verhältnisses 
— -^ , welche auf + '' jf oder — r ^^ führt, je nachdem <p bei 
zunehmendem t wächst oder abnimmt. Es ist leicht zu sehen, 
dass man in jedem Falle hat: 

V cos (vr) = ^ und « sin (vr) = r^ , (a) 

wo (vr) den Winkel fiOM bezeichnet, welchen die Richtung 
des Radiusvectors 0[i des Hodographen mit dem entsprechen- 
den Radiusvector der Bahn des Punktes m macht und der 
Ton 0" bis 360" in demselben Sinne wie der Winkel ip ge- 
rechnet wird. Zur Bestimmung der Grösse der Geschwindig- 
keit hat man die Gleichung: 

"'- (fr)' + •'(%'■ W 

Seispiel: Aitf welcher Linie muss der Punkt m sich beteegen, damit 
die Geschwindigkeitscomponenten (a) constant seien? 

Bezeichnet man diese conetanten Geschwindigkeiten mit aliud 6, so ist: 



damua folgt: 

dr a, 
- = ^d.p 

and wenn man integrirtt 

log-. =. _ (q, — 9„), 

wo r, imd tf^ die Coordinaten des Panktes för t ^= sind. Man kann 
diese Qleichnng in der Form schreiben: 

^ HP - y«) 
rie stellt die sogenannte logarithmische SptTote dar. Da nach Gleichung (a) 
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flo bildet die Richtung der G)«Bchwindigkeit v oder der TaugeDte einen 
cowtattUn Wittltd mit dem Sadiuivector da Berührungsptinkles. 

8. Als Beispiel der BeBtimmung der Geschwindigkeit, 
wenn der Punkt sich auf eiuer krummen Fläche bewegt, 
wollen wir den Fall betrachten, wenn der Punkt m (wie im 
dritten Beispiel des dritten Paragraphen) sich auf einer Kugel 
Tom Radius Eins bewegt, welche die Erde repräsentirt; die 
Lage des Punktes ist dann durch die Breite ß und die Länge i. 
bestimmt. Wenn sich zur Zeit der Bewegung diese Coordinaten 
beide ändern, so ist die Geschwindigkeit der Bewegung v zu- 
sammengesetzt aus der Geschwind^keit der Bewegung auf 
dem Meridian, welche + -^ oder — -^ ist, je nachdem die 
Breite wächst oder abnimmt, und der Geschwindigkeit der 
Bewegung auf einem Parallelkreise, welche, wie leicht zu sehen, 
+ jT eosjS oder — -y- cos^ ist, je nachdem die Länge A zu- 
oder abnimmt. Bezeichnet mau mit a das Azimuth der Ge- 
schwindigkeit V, d, h. den Winkel, welchen die Bichtung Ton 
V mit der Taugente an den Meridian bildet (diese Tangente 
nach der Seite hin gerichtet, nach welcher die Breite zunimmt), 
30 hat man: 

V cos « ^ -Tj und D sin or = t; cos ß, (a) 

"'=(lf)"+(S"--A 

Benutzen wir nun diese Formeln zur Lösung der Aufgabe: 

Auf welcher Curve tnttss ein Punkt sich hewegen, wenn srifw GeaiAwindig- 
keitscomponenten (a) constant sein solle»? 
Setsen irir 

a = .,i| .., = .. 

Nach GleichuDg (a) iat: 

folglich ist das Azimnth der Tangente in jedem Punkte der gesuchten 
CuTve constant. Dieie Eigenschaft hat die Bahn eines SchifEee, welches 
immer unter demselben Wiudstriche segelt. 
Aus den Gleichungen (b) folgt: 
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Integrirt man und bezeichnet mit §„ nnd 1, die Breite und Länge der 
Anfängslage des beweglichen Punktes, so erhält man: 



'(ift + l) 



-t. 



w 



I x\ • / v\ (i — ^«oto 

t^(iP + l) = t^(if»-t"4)* 
Die Curve, welche diese Gleichung hat, heisat Loxodrome. 

9. Betrachten wir noch den Fall, wo der Punkt m sich 
im Räume bewegt und durch drei geradlinige Coordinaten x, 
y, z bezüglich der Axen Ox, Oy, Oe bestiinmt ist (Fig. 9). 
M sei die Lage von m zur Zeit t; Ma, Mß, My seien 
drei den Coordinatenaxen parallele Gerade; Jlf die Lage von m 
Fig, g. zur Zeit t -\- v; Ä, B, C die 

Schnittpunkte derGeraden Ma, 
Mß, My mit drei durch Jf ge- 
legten, den Coordinatenebenen 
parallelen Ebenen, und M^ der 
Schnittpunkt der Ebene ßMy 
mit einer durch M parallel 
, derAxeOajgezogencB Geraden. 
Während der Zeit v setzt sich 
ry^ die Bewegung des Punktes m 

zusammen aus der Bewegung 
des Punktes A auf Ma und der Bewegung von M^ in der 
Ebene ßMy auf einer gewissen Linie MM^; daher ist auch 
die Geschwindigkeit der erstem Bewegung aus der Geschwin- 
digkeit der Bewegung von A und der von M^ zusammen- 
gesetzt; die letztere aber resultirt aus den Geschwindigkeiten 
der Bewegungen der Punkte B und C auf den Geraden Mß 
und My\ also ist die Geschwindigkeit v = MT der Be- 
wegung des Punktes m aus den drei Geschwindigkeiten zu- 
sammengesetzt, welche die Punkte A, B, C bei ihren Bewegungen 
auf drei den Coordinatenaxen parallelen Geraden haben. Wie 
leicht zu sehen, ist die erste Geschwindigkeitscomponente -|- -j: 
oder — jTi j^ nachdem sich der Punkt A bezüglich der Ebene 
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ßMy auf der Seite befindet, wohin x wächst, oder auf der, 
wohin X abnimmt.^ Die zweite Geschwindigkeitacompoueute 
ist + -t| und die dritte + -j- . Ueberhaupt sind die Derivirten 

der Coordinaten: 

, dx , dy j dz 
dC " dt' ' At 

die Coordinaten des Endpunktes T der Geschwindigkeit v, be- 
züglich der Äsen Jtfcc, M|3, My, und auch die Coordinaten 
bezüglich der Axen Ox, Oy, Oe des Punktes (i, welcher den 
Hodographen beschreibt 

Im Falle rechtwinkliger Äxen hat man: 

x =v co3(«a:), y ^ V tosivy), ^ ^v coa(tJ«), 
und 

V* = x'^ + y'^ + ß'*. 

Beitpiel. Die Bewegung zu imterBuchen, bei welcher die Coordinaten 
des beweglicheD PonkteB durch die FuDctioaen aoagedrQckt werden: 
a: = acoB(ft() + «'8in(Ät) 

y = pco8(t()+ p-8in(ft() (a) 

2 = y C08 (kf) + y' ain (Ät) , 
wo a, p, y, a, §' , y and k Conatante sind. Jedesmal, wenn die Zeit 
einen Zuwachs 7 = -r- erhält, wächst die GrCsae kt um 2«, und sin {kf), 
cos(ftt) und folglich auch x, y, n kehren zu ihren früheren Wertben 
inrüok, d. h. der bewegliche Pnnit kehrt auf seinen früheren Platz zurück. 
Eine derartige Bewegung beisst periodisch. Die sehr kleinen schwin- 
genden Bewegungen der Theilchen eines elastischen wägbaren Körpers 
oder des Aethers beatehn aus einer endlichen oder unendlichen Ansahl 
TOS Bewegungen, bei denen die Coordinaten eich in Functionen von der 
Form (a) ausdrucken. 

Ana den Qleichungen (a) leiten sich die Projectionen der Oeschwin- 
digkeit c auf die Coordinatenaien, oder die Coordinaten des den Hodo- 
graphen beschreibenden Punktes ^ ah, nämlich: 
x' — [«■ cos {U) — ß sin (*:()] A 

y =[ß'coa(tO- Minli-()]A (b) 

n- = [r' coa (kt) - y sin (ftt)] k. 
Bezeichnet man mit A, S, C die Determinanten zweiten Grades 
P/ — rP', r« - ay,aß' - ßa, 
so folgt aus den Gleichungen (a) und (b): 

Ax + By -{- Ca = 
Aaf + By -\- Ca' — 0, ^'^' 
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d. h. der Punkt 1» und der dea Hodographen beHchreibende Punkt i» 
bewegen sich io einer und derselben durch den Anfangapankt gehenden 
Ebene. Nach einer Eigenschaft der Determinanten hat man femer ; 

Aa + Bß+Cy = 0, Aa + Bp" +.Cy' = 0; 
dies zeigt, dass die Coordinaten der Punkte A (a, ß, 7) nnd B («', §', y) 
den Gleichungen (c) genügen; man kann daher die Lage der Ebene (c) 
dnrch die Bedingung bestimmen, daee aie durch den Coordin&tenanfang 
unddnrch die Punkte A und B gehen soll. Der Punkt A ist die Anfangs- 
lage des Panktes m, denn fär t = hat man: 
X = a, y = p, s = y. 
Zieht man einen Eadinsvector OB (Fig. 10) und trägt auf ihm 
eine Lange OA' = OB. k ab, so erhalt man einen Punkt A\ der die 
Anfangslage dee den Hodographen 
bcEchreibenden Punktes fi ist; denn 
die Coordinaten ka, iß', ky des 
Punktes AI sind die Werthe von 
x, y, / für ( = 0. 

Durch Elimination von Bin(it) und 
cos (kt) aus den Gleichungen (a) er- 
hält man die Gleichungen der Pro- 
jectionen der Bahn des Punktes m 
auf die Cootdinatenebenen 
{ßz-yyy + {ß-z-Yj,)^ = A' 
(y^^«^)' + (r'x-«'2r = £" (d) 

Dies sind im allgemeinen die 
Gleichungen von drei Ellipsen, die 
ihren Mittelpimkt im Coordinatenanfaug haben; da also die Bahn eine 
ebene Curve ist, die zur Projection auf eine der Coordinaten ebenen eine 
Ellipse hat, so ist sie selbst eine Ellipse. Der Coordinatenanfang ist 
der Hittelpunkt derselben. Die Geraden OA und OB sind zwei ooQJugirte 
Halbmesser der Ellipse; denn die Coordinaten der Funkte A und B er- 
füllen, wie leicht zu eehen, die Gleichungen (dl), und die Gerade OB 
welche durch die Anfangslage A' des den Hodographen beschreibenden 
Punktes ft geht, ist parallel der Anfangegeschwindigkeit, deren Richtung 
in die Tangente der Sahn im Punkte A fällt; und diese Eigenschaft hat 
der 7,-a dem nach dem Berührungspunkte gezogenen Halbmesser OA 
conjugirte Halbmesser. 

Himmt man OA und OB als Axen eines neuen Coordinate neustem s 
der i, 7) nnd setzt OA •= a, OB ^ b, so hat man als Gleichung der Bahn : 

£+!-"-'■ '" 

DaTCk Elimination von sin (kt) und cos (kt) ans den Gleichungen 
(b) erhält man die Gleichungen der Projectionen des Hodographen auf 
die Coordinatenebenen ; 
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(«y - ßxr + («y - ß'^r = c^t», 

welche drei den drei Ellipaen (Ä) ähnliche und mit ihnen ähnlich ge- 
legene Ellipsen daretelleni also ist der Hodogiaph eine der Ellipse (e) 
ähnliche und ähnlich gelegene Ellipse ood ihre Gleichung: 

Da der JUdiaevector des Hodographen Ofi der Tangente an die 
Ellipse (e) im Punkte m (|,<i) parallel ist, uo hat er die Richtung einea 
Durchmeeeers, der zn dem durch den Punkt m gehenden Durchmesser 
conjugirt ist. Polglich bestimmt sich die Geschwindigkeit v för eine 
gegebene Lage des Punktes m folgendermaesen. Uan zieht Om und 
Bucht auf die bekannte Weise denjenigen dazu conjugirten Halbmesser, 
welcher nach der Seite der Bewegung des Punktes m hin gerichtet ist; 
anf letaterem trägt man die Länge Oji = Om. k ah und zieht die dieser 
gleiche, parallele und nach derselben Seite hin gerichtete LiLnge tnT; 
dieselbe stellt die Geschwindigkeit t> dar. 

Ana den Gleichungen (a) und (b) la,Bst sich für die Geschwindigkeit 
leicht der Ausdruck ableiten: 

v-kV-- + f-r; 

wo r ■■= Om. Dieser Ausdruck folgt auch ans der bekannten Eigenschaft 
der Elhpse, dass die Quadratsumme der conjngirten Halbmesser gleich 
der Quadratsnmme der Halbaxen ist. 

In' dem apeciellen Falle, wenn die Determinante» A, B, C Null 
werden, U^en die Funkte 

anf einer durch den Coordinatenanfang gehenden Geraden; dann fähren 
die Gleichungen (d) auf folgende: 

ßa — yy = 0, yx — ass = 0, ay — ^x = 0, 
welche eine durch den Coordinatenanfang gehende Gerade darstellen; 
also ist in diesem Falle die Bahn die Gerade OA; dieselbe stellt auch 
den Hodographen dar. 

10. Auf den Lehrsatz dea Paragraphen 4. über die Zu- 
sammensetztmg der Geschwindigkeiten gründet sich die Methode 
Robervals für die Construetion der Tangente an eine Curve in 
einem gegebenen Punkte. Das Wesen dieser Methode besteht 
in der Bestimmung der Winkel, welche die Tangente der ge- 
gebenen Curve mit den Tangenten jener sich ändernden Linien 
(p) und (g) bildet, durch deren Durchschnitt sich die Lt^e 
des die gegebene Curve besehreibenden Punktes M (Fig. 4) 
bestimmt; dabei wird das Verhältniss zwischen den Geachwin- 
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digkeiten der Bewegungen der Punkte J(/j und M^ als bekannt 
Torausgesetzt. 

Das Verhältnias der Sinus dieser Winkel 






hängt nicht von dem Gesetze der Bewegung des Punktes M auf 
der gegebenen Curve ah und kann aus den geometrischen Eigen- 
schaften der Curve oder aus ihren Gleichungen abgeleitet werden. 

Beispiele: 1) [st die Carve eben und iat f(^,y) =■ ihre Gleichung 
in geradlinigen Coordinaten x und y, bezeichnen femer |, jj die Coor- 
dinaten eines beliebigen Funktes auf der Taogeate derCaiTeimPiuilite(x,y), 
so hat man nach Gleichung (a); 

V — y Biajvx) y ^ ^ 

i-x^ün{vy}^x- da;- 
Differentiirt man die Gleichung der Corve, bo folgt: 



M. 



dy 



dy - 



eliminirt man hieraus Termittelst der vorstehenden Proportion dx und 
dy, 30 erhält man die Gleichong der Tangente: 



2) Ea sei f(r, <p) = o ala Gleichung der Curve in Polarcoordinaten 
' und ip gegeben. In diesem Falle geht das Verhältnisa (a) Aber ia: 



Z. B, für die Archimedische Spirale ist f •>- aip und 
tan(tir) = ^. 




Man kann daher die Tangente in einem 
gegebenen Punkte M folgendennaBaen con- 
struiren. Man errichtet im Pol {Fig. 11) 
eine Senkrechte UN anf dem BadinsTector 
OM, macht dieselbe gleich der oonstanten 
Strecke a, zieht NM und senkrecht dazn 
-X MT; die Gerade MN ist die Normale nnd 
MT die Tangente. Die Eigenthfimlichkeit 
dieser Tangente besteht darin , dass die 
Strecke UN, welche man Subaormale nennt, 
constant ist. 

3) Tangente an die durch Rollen des 



izecy Google 




— 22 ~ 

Kreiwa BMDE (Fig. 12) auf der Graden ÄA' erzeugte Cjkloide ÄMÄ'. 
Die Lage dea die Cykloide erzeugenden Pnnktea M beBtimmt sich als Durch- 
j,j^ ij schnitt der KreJBperipherie BMDE 

mit der zur Gmodtiiiie A A' parallelen 
Geraden ME\ die Geschwindigkeit 
MT der Bewegung auf der Cykloide 
iat daher zusammengesetzt aus der 
Geschwindigkeit 3f T, der Bewegung 
auf dem Kreise MDEB und der 
Geschwindigkeit JHT, anf der Geraden 
A3 * -^ ME. Diese Geeohwindigkeitscom- 

ponenten sind einander gleich ; denn nach einer Eigenschaft der Cjkloide 
wächst die Lknge AB um ebensoviel wie der Bogen BM, und folglich 
bewegt sich anch der Punkt M nm ebensoviel parallel der Geraden AA' 
verwarte. Also ist das Geschwind! gkeiteparallelogramm T,MTjT ein 
Bhombna und der Winkel TMT^ gleich dem Winkel TüfT,. Infolge 
dieser Eigenschaft trifft die Tangeute M T den Endpunkt D des 
Durchmessers, der dncch den Punkt S geht, in welchem der erzeugende 
Kreis die Gerade AA' herQhrtj denn die Winkel DJf 3", und DHE 
werden dnrch die Hälften der einander gleichen Bogen DM und DE 
gemessen. 

4) Wenn eine Curve im ßaume als Durchschnitt zweier Flächen 
bestimmt ist, deren Gleichungen, in geradlinigen Coordiuaten sind: 

f(x,y,e) = o, F{x,y,z) = o, (a) 

und wenn {, t), £ die Coordinaten eines beliebigeo Punktes der im Punkte 
X, y, n an die Cnrve gelegten Tangente sind, so mQssen die Differenzen 
I — X, »j — y, t — Z den Projectionen der Geschwindigkeit v aaf die 
Aien proportional sein; man kanu dahet die Gleichang der Tangente 
in der Form darstellen; 



S-.T 






dt 



dt 



Die Gleichungen (a) geben aber: 

woraus man durch Elimination von dx, dy, ds vermittelst der Gleichnngen 
(b) als Gleichungen der Tangente erhält: 

ar « - '> + äT 1' - ») + -»7 « "- ') - »• 
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11. Ist V die Gteachwindigkeit der Bewegung zur Zeit t 
und s der in dieser Zeit zurückgelegte Weg, so hat man nach 
dem im PsiE^aph 3. Bewiesenen 

ds 

di = '^' 



s = / vdt. • 

So erhalten wir, wenn die Geschwindigkeit v als Function 
der Zeit ausgedrückt ist, durch Integration dieser Function den 
Weg, welchen der Punkt in einer gegebenen Zeit zurücklegt. 

Zur Darstellung der Geschwindigkeit als Function der 
Zeit dient, wenn Functionen, die die Coordinaten darstellen,' 
gegeben sind, der Satz von der Zusammensetzung der Ge- 
schwindigkeiten. 

Zuweilen wird des bequemeren Integrirens wegen die 
Zeit t durch eine andre Variable ersetzt, als deren Function 
die Zeit dargestellt ist. Es sei etwa ( = 9)(«), so ist 



= V . (p'(a) und s = f vip'(a)da, 



wo «0 der Werth von a für / ^ ist. So ist der Weg s als 
Function von a ausgedrückt. Eliminirt mau dann a mit Hilfe 
der Gleichung t = y{«), so erhält man eine Gleichuug zwischen 
s und t. 

Bezeichnet nun a eine der Coordinaten, so ist s als 
Function dieser Coordinate ausgedrückt und ein solcher Aus- 
druck hängt nicht von dem Gesetze, nach dem der Punkt sich 
bew^, ab. 

Als Beispiele empfehlen wir, den in der Zeit t durch- 
laufenen Weg bei den in den vorangehenden Paragraphen be- 
trachteten Bewegungen zu berechnen. 

Das Differential des Weges 5 

ds = vdt 

stellt sich als unendlich kleine Strecke dar, die auf der 

Richtung der Geschwindigkeit v aufgetragen ist, und repräsen- 

tirt einen Weg, der mit dieser Geschwindigkeit in der unendlich 
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kleinen Zeit dt gleichförmig durchlaufen ist. Man kann das- 
selbe aU den unendlich kleinen Zuwachs ^s des Weges be- 
trachten, wobei ein unendlich kleiner Theil höherer Ordnung 
rernachlässigt wird; denn es ist allgemein 

i^s = Äs + e, 
wo e eine bezüglich ^s unendlich kleine Grosse ist 

- Wenn die Geschwindigkeit v zusammengesetzt ist aus 
den Geschwindigkeiten « und w der Bewegungen auf den 
durch ihren Durchschnitt den beweglichen Punkt bestimmen- 
den Linien (p) und (q) (§. 4.), so stellen udt und wdt, auf 
den Richtungen von « und w aufgetragen, die Differenti^e 
zweier auf denjenigen Linien gelegenen Bogen s^ und s^ dar, 
•welche die Lagen von (p) und (g) zur Zeit i darstellen, Li- 
folge der Proportionen 

ds : dsi : ds2 = V : u : w 
ist das Differential ds immer die Diagonale eines über den 
Differentialen ds^ und ds^ errichteten Parallelogramms. 

Das Product der Geschwindigkeit v in die unendlich 
kleine Zeit d(, oder die Grösse ds, heisst gewöhnlich die unendlieh 
kleine Verschiebung des Punktes; man kann daher sagen, dass 
die unendlich kleine Verschiebung ds auf der gegebenen Curve das 
Besultat der ZusamtrKtisetmng oder die geometrische Summe der 
unmdlich kleinen Verschi^ngm auf den Gurven (p) und (q) ist. 

Dieser Satz kann, statt des Satzes über die Zusammen- 
setzung der Geschwindigkeiten, zur Untersuchung der Eigen- 
schaften der Curyen und der geometrischen Bewegungen nach 
der Methode des unendlich Kleinen dienen.*) 

*) Sdidl: Theorie der Bewegung und der Kräfte. 2. Th., IL Cap., 
pag. 113 n. ff. 
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IL Capitel ' 

Gerade Sirecken, welche ihie Länge nnd Lage mit der Zeit stetig 

ändern; ihre geometrischen Derivirten yerechiedener Otdaungen. — 

BeBchleunignngen verschi edener Ordnungen bei der Bewegung eines 

Pnnktea. 

13. Setzen wir fest, dass jede gerade Strecke, die ihre 
Länge und Biehtang oder nur ihre Länge oder nur ihre 
Richtung stetig mit der Zeit ändert, eine geometrische Function 
der Zeit heissen soll. 

Nennen wir ferner zwei geometrische Functionen « und 
«' geometrisch gleich, wenn sie gleiche Länge und einerlei 
Richtung haben, d. h, wenn sie in einer Geraden oder einander 
parallel liegen und gleich und von demselben Sinne sind. 
Eine derartige Gleichheit wollen wir schreiben 



indem wir über jede Seite der Gleichung einen Horizontal- 
strich setzen. 

Zwei geometrische Functionen von gleicher Länge, aber 
entgegengesetztem Sinne, die in einer Geraden liegen oder 
parallel sind, werden wir geometrisch entgegengesetzt nennen. 
Ist eine von ihnen mit « bezeichnet, so werden wir die andre 
mit — w bezeichnen. 

Die Art und Weise, wie sich die Länge und Richtung 
einer geometrischen Fimction ändert, hängt von der Bewegung 
ihres Anfangs- und ihres Endpunktes ab. 

Die geometrische Function m mit beweglichem Anfangs- 
punkt lässt sich durch eine Function mit festem Anfangspunkt 
ersetzen, wenn man aus einem^beliebigen festen Punkte 
eine ihr geometrisch gleiche Strecke OA zieht und die Be- 
wegung des Punktes A der Bedingung unterwirft, dass OA 
während der ganzen Zeit der Bewegung der gegebenen Function 
II geometrisch gleich bleiben soll. 

Die Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes A hat 
ßeaal vorgeschlagen, die geometrisdie derivirte Function erster 
Ordnung der Function OA oder der ihr gleichen m zu nennen. 
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Eine solche Derivirte werden wir mit demselben Buchstaben 
wie die ursprüngliche Function bezeichnen, indem wir unten 
an den Buchstaben den Index i setzen. So bedeutet also u, 
die geometrische Derivirl(e von u. Da jedoch solche Indices 
zaweilen eine andre Bedeutung haben, so werden wir uns in 
einigen Fällen des Zeichens D zur Bezeichnung der geometri- 
schen derivirten Functionen bedienen, d. h. statt u^ werden 
wir Dm schreiben. 

Die Bahn des Pnnktes Ä kann man den Hodographen der 
Function m nennen. Der Endpunkt ^4, der der Derivirten Mj 
geometrisch gleichen Geraden OAi beschreibt eine Linie, die 
der Hodograph der DeriTirten w, ist, und die Geschwindigkeit 
der Bewegung des Fuaktes 14, ist die geometrische Derivirte 
TOD Uj. Setzen wir nun fest, dass diese neue Function 
die geom^ische Derivirte eweiter Ordnung der ursprünfflichen 
Function heissen solle und bezeichnen wir sie mit u^. Den 
Hodographen der Function «, nennen wir Hodographen zweiter 
Ordnung der ursprünglichen Function m. Die Function Mj hat 
ihrerseits wieder eine geometrische Derivirte Mj, die wir geo- 
metrische Derivirte dritter Ordnung der Function « nennen; 
der Hodograph der Function w^ heisst dann Hodograph dritter 
Ordnung. Fährt man so in der Bildung der Derivirten einer 
geometrischen Function u fort, so erhält man eine Beihe 
successiver geometrischer derivirter Functionen von einer ein- 
zigen Fnnction u, nämlich: 

«1 , «ä , , . . M, , . , . . 

Die geometrischen Derivirten einer Strecke von constanter 
Länge und constanter Richtung sind gleich Null. 

13. Aendert die geometrische Function u nur ihre Länge, 
wobei dieselbe entweder auf einer festen Geraden bleibt oder 
sich parallel zu ihrer Anfangslage verschiebt, so ist der Hodo- 
graph eine Gerade, auf der eine der Function w gleiche Strecke 
OA abgetragen ist, und die geometrische Derivirte u^ ist an 
Grösse gleich -j- jt oder — ^, je nachdem die Länge m zu- 
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oder abnimmt. In beiden Fällen hat man gemäss der an- 
genommenen Bezeichnung der entgegengesetzten Functionen 
— 1^ 

Wenn die Länge von « constant bleibt, d. h. wenn sieh 
nur Beine Richtung ändert, so ist der Hodograph eine sphärische 
Cnrve, die vom Punkte Ä auf einer Engel vom Radius OA = u 
beschrieben wird. Tragen wir auf OA im Sinne OA die Länge 
OB gleich der Einheit ab, so haben wir eine der Einheit 
gleichbleibende geometrische Function der Zeit, welche zur 
geometrischen Derivb^en die Geschwindigkeit des Punktes B 
hat, die wir mit & bezeichnen wollen. Da A und B zwei 
ähnliche Linien beschreiben, so sind die Geschwindigkeiten 
dieser Punkte den Längen OA und OB proportional; folglich 
ist die geometrische Derivirte von « gleich u& und senk- 
recht zu M. 

Wenn aber OA seine Länge und seine Richtung ändert, 
Bo ist «1 oder die Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes 
A zusammengesetzt aus der Geschwindigkeit der Bewegung 
des Punktes A in der Richtung OA und der Geschwindigkeit 
der Bewegung auf einer sphärischeü Curve vom Radius OA, 
d. h. es ist: 

«•-3J + ®»- 

Hier kann man -jr die pc^Helle Derivirte von u ruu^ der Länge ' 

und ®u die partielle Derivirte nach der Richtung nennen.' Die 
Grösse @ werden wir die WinJcelderivirle nennen. 

Zur Bestimmung von w^ haben wir nun die Formeln: 

ttlCOs(Mi«)— -3I, M, 8in(«iM) = @«, 

Die auf der Richtung von m, Tom Punkte A aus aufgetragene 
unendlich kleine Länge u^dt werden wir das geotnekische 
Di/ferentiäl der Function m nennen. Dasselbe ist gleich der 
gflometrischeo Summe der partiellen Differentiale du und &udt, 
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die anf den Richtungen der partielleD Derivirten ^ imd@« 
aufzutragen sind. 

Daa erstere nennen wir DifferenHal naek 3er Umge, das 
zweite Differential na^ der Richtung, und die Grosse @dt 
Winkeldifferential oder Winkelversckiebung der Function u. 

14. Ist V die Geaehwindigkeit der Bewegung des Punktes 
m zur Zeit t, so nennt man die geometrische Derivirte v^ von 
V die Besdileumgung erster Ordnung der Bewegung von m. 
Ueberhaupt nennt man die geometrische Derivirte v„ von v 
die Beschleunigv/ng n'" Ordnung bei der Bewegung des Punktes m. 

Als Anfangspunkt der Beschleunigung, sowie auch als 
Anfangspunkt der Geschwindigkeit v nimmt man den Punkt 
m an. 

Die Derivirte der Geschwindigkeit nach der Lange 

nennt man Beschleunigung in der Richtung der Geschwindigkeit 
oder in der Richtung der Tangente der Bahn, oder auch Tan- 
gentialbeschleunigung.*) Das Winkeldifferential der Geschwin- 
digkeit ®dt ist nichts andres, als der Contingenzwinkel der 
Bahn im Punkte m. Sein Yerhältniss zu dem durchlaufenen 
Wege ds, A. h. -^— = - ist die erste Krümmung der Bahn im 
Punkte m; bezeichnet man also mit p den Radius der ersten 
Krümmung, so hat man - ^ —, folglieh ®^— und daher 
0v = —, d. h. die geometrische Derivirte der Gieschwindigkeit 
nach der Richtung ist gleich dem Quadrate der Geschwindig- 
keit, getheilt durch den Radius der ersten Krümmung.**) 
Ihre Richtung fällt mit der des Krümmungsradius q zusammen, 
welcher in die erste Hauptnormale fällt. In der That, wenn 

•) Duhamel, Cours de mficaoique ratioonelle, Liyre II, fln du chap. 1. 

**) Der Verfasser bedient Bich d^r Benennungen Radius der 1. und 
2. Erümmitug, Ebene der 1. Krümmung, 1. und 2. Hauptnormale statt der 
gebiüuchlicheren Ausdrücke; Krümmuugsradiua, Torsions- oder Schmie- 
gungsradiuB, Schmiegungsebene, Hauptnorraale imd Binormale, 

Anm. d. üebersetzers. 
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Oft eine der Geschwindigkeit v geometrisch gleiche Strecke 
ist, die von dem festen Anfangspunkt ausgeht, so wird die 
Bahn des Punktes (i 'zum Hodographen der Geschwindigkeit 
ii; nun ist aber die Geschwindigkeit des Punktes (i die Be- 
schleunigung erster Ordnting v^, und die durch 0(i und diese 
Geschwindigkeit hindurchgehenda Ebene ist der Ebene der 
ersten Krämmung, die man auch Schmiegungsebene nennt, 
parallel; denn sie ist die Grenzlage, der sich die Ebene zweier 
unendlich nahen Radienvectoren Oft nähert, die zwei benach- 
barten Tangenten der Bahn des Punktes m parallel sind. 
Folglich ist die durch die Geschwindigkeit v und die nach dem 
Pvnkte m verlegte Beschleunigung ü, gehej^de Ebene die Krüm- 
mungsebene, und die Länge ©w ^^ -, die sich in dieser Ebene 

befindet und zu v senkrecht ist, muss die Richtung des Krüm- 
mungsradius haben. Die Grösse 

@v ^~ ^ v^ sin (viv) 
heisst Beschleunigung nach dem Baditis der ersten Krümmung. 
Die Grösse der totalen Beschleunigung ti, bestimmt sich 
-durch die Formel: 



'V$ 



15. Beispiele für die Besehleunigungen. 

1) Bei der gleichförmigen geradlinigen Bewegung behält die Ge- 
Bchwindigkeit v ihre Grösse und Eichtung bei; daher ist die Beschleuni- 
gung erster Ordnung v^ während der ganzen Zeit der Bewegung gleich 
Null; folglich Bmd auch alle Beschleunigungen höherer Ordnungen ' 
gleich Mull. 

2) Bei der geradlinigen, gleichförmig beeehleun igten Bewegung {§. 3. 
- Beisp. 1) wird der in der Zeit t durchlaufene Weg s durch die Formol 

s = i ?t' 
und die Geschwindigkeit dnich die Foimel 

ausgedrückt. Da die ßlchtnng der Geschwindigkeit sich nicht ändert, 
BO iet die Grösse der Beschleunigung erster Ordnung 
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— So- 
und ihre Richtnug fUUt mit der Bicbtung des Weges nnd der Qeachwindig- 
keit zuBammen. Also: 

JB«t der gleichförmig 'beschieunigten Bewegung üt die Beachleuni- 
gwng erster Ordnung «acÄ Grösse vnd Richtung cotulant und gleich der 
in der Einheit der Zeit erlangten Getchwindigkeit. Die Beschleuuignugen 
höherer Ordnungen und alle gleich Null. 

3) Wenn bei einer geradlinigen Bewegung der durchlaufene Weg » 
durch die Function 

dargestellt wird, wo die Cooatante a > bt, so ist die Geschwindigkeit 
V =- na t""' und hat die Richtung TOD«! folglich hat aoch die ßeachleuni- 
gung erster Ordnung v^ die Richtung von s nnd igt ~ ■=«(« — i) ot""^; 
die Beschlennigung zweiter Ordunng hat dieselbe Richtang und ist gleich 

Überhaupt hat v^, wenn »n < «, die Richtung von s nnd ist gleich 
n («-1) (n^2) . . . (n-m) <>(— ^^ 
Die Beschleunigung (n — 1)*" Ordnung 



ist eine Constante; daher sind die Beechlennigungen höherer Ordnungen 

"b 1 "s + 1 ' • ■ ■ b'*''^ Null. 



die den Weg darstellende Function ist also durch die Beschleunigung 
(n — 1)**' Ordnung allein heatimmt. 

4) Wenn hei einer geradlinigen Bewegung der Weg s durch eine 
Function von der Form 

8 - /■(() 

dargestellt ist, so bähen die Geschwindigkeit und alle Beschleunigungen 
die Richtung von s oder die entgegengegetzte, und es ist aUgemein: 

«„ = ±/"+'(*); 

hierbei ist das Zeichen + oder — zu nehmen, je nachdem it^ und a 
nach derselben oder nach entgegengesetzten Seiten gerichtet sind. Zieht 
man das Zeichen ± zn d^ , so kann man setzen 

'.-f'-i-'m- 



iLCD, Google 



Beim Anfange der Bewegung, "d. h. für ( ^ 0, hat man v^ =• f (fi). 
Kann die Function f(t) in eine Reihe nach ganzen poaitiveD Potenzen 
von t entwickelt werden, bo ist; 

. - rm- 1 + |/"(o). !■+... ^ ^ l ^ r (0). '• + .■■, 

was man anch schreiben hanu: 

•-'• + i''''+jh.'-'' + ■■■rrh-.'-'''+-- 

WO «, t>, , o, , . . . . v^_i die Geschwindigkeit und die Beschleunigungen im 
Anfange der Bewegung bezeichnen. 

Aus diesem Ausdruck ersieht man, daas überhaupt eine geradlinige 
Bewegmig ans andern gleichgerichteten zusammengesetzt ist, bei denen 
die in der Zeit l durchlaufenen Wege den Potenzen t, t', t' . . . der Zeit 
proportional sind. 

Ist 8 eine ganze Function TOn ( vom n*™ Grade, so sind die Be- 
sohle unigungen ti*" nnd höherer Ordnung gleich Null, nicht nur bei 
t == 0, sondern zu 'jeder Zeit; ist daher s ^ at -\- bt', so sind die Be- 
schleunigungen zweiter und bübcrer' Ordnung gleich Null. Die Anfnngs- 
geachwindlgkeit ist a und die Beschleunigung erster Ordnung 3 b. Eine 
Bolcfae Bewegung kann man als zusammengesetzt betrachten aus einer 
geradlinigen von der Geschwindigkeit a und einer gleichföimig be- 
schleunigten von der Beschleunigung 2 b. Die Geschwindigkeit zur Zeit 
t ist ausgedrückt durch die Formel u ^ a -j- 2bl. let a > und 6 < 0, 
BO hat die gleichförmige Bewegung von der Geschwindigkeit a dieselbe 
Bichtong wie s, tmd die gleichförmig beschleunigte von der Bescbteuni- 

gnng V, = 26 ist s entgegengesetzt. Für ( = — — - wird die Geschwin- 
digkeit V ZQ Kuli; für ' I> ~ ^ nimmt sie die dem s entgegengesetzte 
Eichtung an , nnd für ( = — - erhält man s = o nnd v = — a. Folglich 

kehrt der Funkt in seine Anfangslage mit einer der aniUnglichen gleichen, 
aber entgegengesetzten Geschwindigkeit zniuck. Eine deratÜge Bewegung 
hat ein im luftleeren Baume verücal aufwärts geworfener Körper. 

5) Im 2. Beispiel g. 3. (Fig. 2) hat die Geschwindigkeit der Bewegung 
des Schattens M', der vom Punkte M anf die Gerade CD fällt, wenn M 
vom Punkte S belenchtet wird und sich gleichförmig auf AB bewegt, 
den Aiudmck 



idamus folgt: 

_ 1.2.3....(w+l)n6e" + ' " , 
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folglich ist die BeBöhlennigung n*" Ordnung der Bewegung dea SchattenB 
M' proportioDal der (n + 2)*™ Potenz dea Abstandea dieses Punktes 
von dem festen Punkte C. 

6) Bei der krommlinigen gleichfSriuigen Bewegung iek die Oeachwin- 

digkeit v coDstant; duher t^ ^ 0, d.h. die Projection der Beschleumgung 

v, Sruf die TangHite ist gleich Null; es hat also diese Beschleunigung 

die Richtung dea Badina der ersten Erammong q und ist gleich — . Wenn 

im vorliegenden Falle die Bahn eine Ereialinie ist, ao iat die GrQsae t 
conetont und gleich dem HalbmesEer der Bahn; folglich ist auch die 

ßeachlennigung p, ^ — constant. Sie ist direct proportioMoZ d«» Quadrate 

der Geschwindigkeit und umgekehrt proporHotuü dem Radius des Kreises, 
auf dessen Peripherie sich der Puiüct bewegt. 

16. Wenn ein in einer Ebene sieh bewegender Punkt 
durch geradlinige Coordinaten x und y bezüglich der in dieser 
Ebene liegenden Äsen Ox und Oy bestimmt wird, so sind, 

wie wir oben gesehen haben,. -^ und -~ die Coordinaten des 

den Hodographen der Geschwindigkeit beschreibenden Punktes 

(i; folglich sind die zweiten Derivirten j^ und --rM die den 

Äxen Ox und Oy parallelen Componenten der Geschwindig- 
keit der Bewegung des Punktes fi, d. h. die den Axen parallelen 
Componenten der Beschleunigung der ^rsten Ordnung v^. 

Ueberhaupt sind — j—, und — ^-^ die den Coordinaten- 

axen parallelen Componenten der Beschleunigung der b*™ Ord- 
nung V . 

BeispieJe: a) Bei der Bewegung, g. 6. Beispiel 1 sind die Coordioateti 
dea beweglichen Punktes durch die Functionen auagedrückt; 

folglich ist in dieaem Falle: 

dt' 'dt* "' 

d. h. Die Beschleunigung erster Ordnung ist constant «ocA Grösse und 

Bichtung und parallel der Axe Oy nach der Seite der positiven y hin 
gerichtet. 
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b) Bei der Bewegung der Planeten um die Sonne (Beisp. 2, g. 6.) 
Bind die Coordinaten des den Eodographen der Qesch windigheit be- 
schreibenden Punktes u: 



- == coH qi - 



und nach dem zweiten Eepler'Bchen Gesetze ist 
dtp 2c 



Da die Coordinatenaxen rechtwinklig Bind, bo stellen diese GrQsaen 
die Projectionen derBeschlennigung erster Ordnung v, auf die Coordinaten- 
axen dar, d. b. 



folglich ist: 



coe{«ifl:) = — CO» 9, coB(v,y) = — ain qo. 
Man sieht hieraus, dass bei da- Bewegung eines Planeten um die 
Samte die Beschleunigung ergter Ordnung dem Quadrat des Radiuweetor» 
des Planeten umgekehrt proportional und längs dieses Madiusvectors im 
Sinne nach der Sonne zu geriditet ist. Es ist dies dae von Newton 
entdeckte Bewegungsgesetz. 

17. Wenn ein im Ranme sieh bewegender Punkt durch 
die geradlinigen, den drei Aseu Ox, Oy, Os parallelen Coor- 
dinaten X, y, z beatimmt wird, so sind die Coordinaten 
des den Hodographen der Geschwindigkeit beschreibenden 
Punktes ft: 

, dx , dy , de 

^ ~'di' ^ ~ dt' ^ ~~ dt'^ 

folglich sind die Coordinaten des den Hodographen der Be- 

schleimigUDg erster Ordnung v^ beschreibenden Punktes 

d'x d*y d'z 

d^' W' d^' 

und es sind überhaupt die Derivirten 

(Ta; (Tf/ iTe 
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die Coordinaten des den Hodographen der Beschleanigimg 
"■-1 'jeschreibenden Punktes; zugleich stellen sie die den 
Ooordinatenaxen parallelen Componenten dieser Beschleuni- 
gung dar. 

Für die Bewegnng (g. 9.), wo die Coordinaten des beweglichen Punktes 
dnrcli die Functionen au^ediückt waren; 

- X=OC0B(t()+«'Bin(it) 
y — ß cos (kt) + ß' sin{lcl) 



hat man 



äif--"[""<"'+°'' 


in(iO] h'x 


folglich ist: 


f. = fc'r, 


C0.(1.,I)--|, 0, 


,.(,.,, = -^ 



-..,. 



Han aieht daraus, daas die Beschleunigung erster Ordnung der Ent- 
fernung des Funktet vom Mittelpurdite der von tAm beschriebenen EUipse 
direct proportional und dem Sinne nach dem Mittelputtkte der EUipse 
eugeieandt iit. 

IJeberhaapt hat man: 

d^ + ^x dx d'V 





d** + \ dy d"« 




:-;^=(-*r^,gf=<-.r«. 


«Ucb ist: 


* 




i^, =(-!)- ^'^^.„^.»(-iri-'-r. 



III. Oapitel. 

Abhängigkeit der geometriBohen Deriyirten einer beliebigen geometriBchen 

Fuootion von den Geacbwindigkeiten der Endpunkte dieser Function. — 

Folgerungen und Anwendungen. 

18. Lehrsatz. Wenn nicht nur der Anfangspunkt, sondern auch 
der En^mnkt der geometrischen Fundion « in Bewegung ist, so 
ist die geometrische Derivirte erster Ordnung % die geometrische 
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Differenz ewiscken der Geschmndigkeit des Endpunktes, und der 
des Anfangspunktes. 

Beweis. Die Strecke JlfW (Fig,~jl3) stelle die Function 
u zur Zeit t dar, so dass M der Anfangs- und N der End- 
F'B. 13- punkt von « ist; M'N' sei ihre 

Lage zur Zeit t -^ r , MNi 
^^ eine Strecke, die während der 
Zeit T der M'N', und JiTN^ 
eine Strecke, die der MN 
geometrisch gleich bleibt. ^ Die 
Punkte M, N, N,, N^' be- 
'**' schreiben während der Zeit t 

die Linien MM', NN', NNi-und NN^; dabei ist die Ge- 
schwindigkeit der Bewegung von N zur Zeit ( aus der Ge- 
schwindigkeit der Bewegung . von N^ und der von N^ zu- 
sammengesetzt. Die erste dieser Geschwindigkeitscomponenten 
ist die geometrische Derivirte von u, d. h, Mj, und die zweite 
ist der Geschwindigkeit der Bew^ung des Punktes M auf 
MM' gleich*); folglich hat man, wenn man mit a und ß die 
Geschwindigkeiten auf MM" und NN' bezeichnet: 

^ = «1 + «, 
woraus folgt 

was zu beweisen war. 

Folgerung 1. Ist ^ = 0, so folgt «i == — «j also ist die 
geometrisehe Derivirte einer Function, hei der die Geschmnäig- 
keit des Endpunktes gleich Null ist, der Geschwindigkeit des 
Anfang^^nhtes gleich und entgegengesetzt. Da diese Geschwindig- 
keit die geometriscli e Derivirte einer dem « gleichen und ent- 
gegengesetzten Function ist, so haben zwei gleiche und entgegen- 
gesetzte Functionen gleiche und entgegengesetzte geometrische De- 
rivirte, d. h. — Hl ist die geometrische Derivirte von — u. 



*) Die Sehnen der Bogen NN^- und MM' sind während der Zeit 
T geometrisch gleich and daher sind auch die auf diesen Sehnen auf- 

NN, MM' 
getri^enen mittleren Geschwindigkeiten = und ■ und die Grenzen, 

denen sie eich mit der Abnahme von i nähern, geometrisch gleich. 
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Folfferwng 2. Berührt die Gerade m die Bahn MM' des 
Anfangspunktes, so hat die Geaehwindigfeeit « die Biehtong 
Ton u, und die Geschwindigkeit j3 muas als die geometrische 
Summe u -f- ^i i^ der Ebene der Geraden u und u^ liegen. 
Die Projection von ß auf eine Senkrechte zur Geraden m ist 
der Projection von Mj allein auf diese Senkrechte gleich, weil 
die Projection von a darauf gleich Null ist. Folglieh ist: 

ß sin (ß u) = Mj sin (m, m); 
nun ist aber Mi sin (m, m) die p^üelle Derivirte der Function 
u nach der Richtung und, wie wir oben- gesehen haben, gleich 
der Winkelderivirten &, multiplicirt mit u; also ist 

^sintflO-©». (1) 

Wenn die Richtung von « die von dem Anfangspunkt 
von MM' beschriebene Bahn nicht nur zur Zeit t, sondern 
auch zur Zeit ^ + r berührt, (t unendlich klein vorausgesetzt^) 
so ist die Ebene der Geraden u und u, als Grenze der 
durch zwei benachbarte Taugenten gehenden Ebene die Ebene 
der ersten Erammung der Bahn MM im Punkte M. Das 
Winkeldifferential &dt der Function u ist der Contingenzwinkel 
der Corve MM' im Punkte M; bezeichnet man also mit g 
den entsprechenden Radius der ersten Krümmung, so hat man 

® = -, sin (^m) = + cos{|3(»), und nach Formel (1) er- ' 
giebt sich: 

ßm{ßQ)-±^. ' (2) 

Die Formel (1) bezieht sieh auch auf den Fall, dass a ^ 0, 
d. h. dass der Anfangspunkt M der Function « unbeweglich 
ist, oder dass er in der unendlich kleinen Zeit t eine un- 
endlich kleine Strecke MM' höherer Ordnung zurücklegt. 

19. Betrachten wir eiuige Anwendungen der Formel (1), 

1. Angenommen, es sei a ^^ und die Länge von u 

ändere sich nicht; dann ist /3 = «i und -tt ■= ß eos(^M) = 0; 

folglich ist ß senkrecht zu u, d. h. die Richtung von u ist 
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normal zur Bahn ilires Endpunktes. Also: werm eine gerade 
Strecke von unveränderlicher Länge smä so bewegt, dass ihr An- 
fangspun^ct fest bleibt, oder in einem unendlich Meinen Zeit- 
theüchen eine unatdtich kleine Wegstrecke von hohler Ordnung 
beschreibt, so ist die Bicktung dieser Geraden normal m der Bahn 
«Ares JEndpunktes. 

Hieraus ergiebfc Bicli eine einfache Methode zur Construction 
der Normalen an die Curven, welche man 'Rouletten nennt. 
Die unveränderliche Figur CMBN (Fig. 14) bewege sich bo, 
dass die Linie CD, die ihr angehört, auf der festen Curre 
pjg ^j AB ohne zu gleiten hinrollt, wie 

ein auf dem Wege rollendes Rad ; 
! dann beschreibt ein der rollenden 

Figur angehöriger Punkt N eine 
/ i Linie, die man im allgemeinen 

Roulette nennt. Auf Grund des 
, oben bewiesenen Satzes sieht man 
leicht, dass die vom Berührungs- 
punkte 4J der Linien CD und AB 
~~o ausgehende Gerade MN die Nor- 
•^ '\ { male der von diesem Punkte be- 

\\ . schriebenen Roulette ist. Wenn 

1 sich nämlich die Figur CMDN 

in der unendlich kleinen Zeit t 
80 verschiebt, dass sie die Aß im Punkte M^ berührt, so 
nimmt die Strecke MN, ohne ihre Länge zu ändern, die Lage 
MN' an. Dabei durchläuft M die Strecke MM', die eine un- 
endlich kleine Grösse von höherer Ordnung ist, als MM^ und 
r; denn in dem aus den Sehnen MM", MMi und M'M^ zu- 
sammengesetzten Dreiecke MM^M' ist der Winkel MM^M' 
unendlich klein, und der Winkel MM'M^ unterscheidet sich 
wegen der Gleichheit der Bogen MM^ und M'M^ unendlich 

wenig von 90"; infolge dessen ist das Verhältniss - „.^ eine 
unendlich kleine Grösse. 

Hieraus folgen als Specialfälle die bekannten Methoden 
für die Construction der Tangente an die Cykloide und die 
Epicykloiden. 
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Die Geschwindigkeit ß der Bewegung des die Roulette 
beschreibendeu Punktes N ist die geometriache Derivirte der 
Strecke MN, die ihre Lange nicht ändert, und sie reducirt 
sich daher auf die partielle Derivirte 0it nach der Richtung, 
wenn die Winkeid er ivirte bezeichnet, die man folgender- 
massen finden kann. 

Aus der Definition der Winkelderivirten folgt, dass & die 
Grenze ist, der sich das Verhältuiss des von den Geraden MN 
und M'N' gebildeten Winkels zu t nähert, wenn t gegen 
Null convergirt; der Winkel zwischen MN und M'N' ist aber, 
infolge der UnTeränderlichkeit der rollenden Figur, gleich dem 
Winkel, welchen die Normale zu CD im Punkte M mit der 
Normale zu CD' im Punkte M' bildet; nun ist dieser Winkel 
gleich der Summe der Winkel MOM^ und M'O'Mi, welche 
diese Normalen mit der gemeinschaftlichen Normale der Curven 
AB und C'D^ im Punkte M^ einschUessen; folglich ist 

® = limf : 
oder 

„ ,. /MaJiT MM, 
© = hm I — „-TT^ 
\ MMi 

Bezeichnet man mit R und If die Krümmungsradien der 

Curven AB und C'Df in den Punkten M und M', so hat man 

,. MOM, 1 ,. M'O-M, 1 

MM, M' M M^ Jf ' 

und da nach der Natur des Rollens die Bogen MM^ und 

M'Mi einander gleich sind, so ist = -. Die Grenze 

dieses Verhältnisses ist aber die Geschwindigkeit des Punktes 
M bei seiner Bewegung auf der festen Linie AS. , Bezeichnet 
man sie mit y, ao folgt 

^-y{h + i)- (3) 

Diese Formel geht jedoch in 

®-''(s-i)°'''«-®->'(» ~s) 

über, wenn die Punkte und 0", die in der Grenze die 
Extimmungsmittelpnnkte der Curven AB und CD im Punkte 




izecDy Google 



M sind, sich auf derselben Seite toq AS befinden. Die erste 
dieser beiden Formeln bezieht sich auf den Fall B < if , die 
zweite gilt för ü > JJ*. Man kann sich mit der Formel (3) 
b^nügen, wenn man im ersten Falle R, im zweiten B als 
eine negative Grösse ansieht. Mit Hilfe des Ausdrucks (3) er- 
giebt sich die Geschwindigkeit der Bew^ung des Punktes N 
auf der Roulette: 



■»»■(b + f)- (*) 



Die letzte Formel kann zur Bestimmung des Krömmungs- 
radius q der Roulette dienen. Betrachten wir zu diesem 
Zweck die Strecke MN als eine geometrische Function, die 
ihre Länge derart ändert, dass ihr Anfangspunkt M während 
der Zeit r die Strecke MMi beschreibt und ihr Endpunkt die 
Strecke NN'. In diesem Falle ist die geometrische Derivirte 
»1 die Differenz der Geschwindigkeiten ß und y, und wenn 
man mit &' die Winkel denTirte der Function MN = ^ be- 
zeichnet, so ist 

&'u ^ ß — y sin(Mj'). (5) 

Da « im Punkte N zur Roulette normal ist, so föUt seine 
Richtung mit der des Krümmungsradius p dieser Curve zu- 
sammen, und es ist daher & die Winkelderivirte dieses Radius; 
folglich ist ©' ^ - . Dadurch geht die Formel (5) über in 



■J u = ß - y äiaiuy). 

Hier ist der Winkel (uy) gleich einem Rechten, vermehrt 
um den Winkel, welchen die Grade MN mit der Normalen 
zu AB im Punkte M bildet; bezeichnet man daher diesen 
letzteren durch i, so hat man sin (uy) = cos i, also 

daraus folgt 



und wenn man statt ß seinen Werth (4) einsetzt, erhält man 
die Formel: 
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h (b + h)' 



(6) 

mit deren Hilfe p bestimmt werden kann. 

Für die CyMoide ist AB eine Gerade nnd CD eine Ereis- 
linie, also B ^ oo , und S ist der Radius des rollenden Kreises 
CD, Man sieht leicht, dass in diesem Falle 2 R coai ^u 
ist; dadurch wird die Formel (6): 

-^ = 2, also Q = 2w, 

d. h. der Krümmungsradius der CyTdoide ist doppelt so gross 
als die Normale MN. 

Jedesmal wenn die rollende Linie CD ein Kreis ist und 
der Punkt N sich auf dessen Peripherie befindet, hat man 
2 Ü cos i = u und daher 

_9 2(R + K) _ 

Q —u E ' 

woraus fo^t: 



i + 2i 



Aas dieser Formel folgt die bekannte Methode von Savary 
zur Construction des Kriimmungsradius der Epicykloide. Die 
Epicjkloide möge (Fig. 15) durch die Bewegung des Punktes 
N dar Peripherie des Kreises (/ entstehen, welcher auf der 
Flg. 15. Peripherie des Kreises rollt. Ziehen 

wir durch N den Durchmesser NE 
des rollenden Kreises, femer durch 
den Punkt E und den Mittelpunkt O 
des festen Kreises eine Gerade; der 
Schnittpunkt 0^ der Geraden OE und 
MN ist der Krümmungsmittelpunkt 
der Epicykloide. Verlängert man näm- 
lich Off bis zum Schnittpunkt F mit 
dem rollenden Kreise und zieht man 
die Sehne FE, so ist, wegen des Pa- 
rallelismus von FE und MN 

FEiMOi =OF:MO-=R + 2Jr:ü, 
und da FE = MN = m ist, so folgt 

u:M0i = R-^2R:R; 
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mithin 

MO, = p — M und e = MO, + MN= 0,N. 

2. Hat die Geschwindigkeit a des Anfangspunktes der 
Strecke u die Richtung Ton «, so isJnach Formel (1) 

Multiplieirt man beide Seiten der Gleichung mit oot(ßu), so 
folgt die Formel 

ß eos (^m) = ©M cot (/3m), (T) 

aus der sich bemerkenaweithe Folgerungen ableiten lassen. 

Errichtet mali in der Ebene der Geraden m und ß (Fig. 16) 

im Anfangspunkt M der Strecke MN =• u die Senkrechte auf 

jig I«, MN und die Normale zur Bahn 

des Punktes N, so erhält man 

\ji als Schnittpunkt dieser beiden 

Geraden den Punkt P und das 

ff-''"'" ' l I rechtwinkelige Dreieck NMP, 

I aus welchem folgt 

K cot (ßu) = + MN tan (MNP) = ± MP; 
folglich ist: 

ß coa (ßn) = ±&.MP. (8) 

Es sei ferner ß^ die Geschwindigkeit eines beliebigen auf 
der Geraden MN Angenommenen Punktes Q; dieselbe liegt 
ebenso wie ß in der Ebene MNP der Geraden m und % und 
man kann daher auf sie die Formel (8) anwenden; wenn also 
F der Schnittpunkt von MP mit der Normale der Bahn des 
Punktes Q ist, so ist 

^'cosOS'm) = + ®.KP'. 

Sabtrahirt man hievon die Gleichung (8), so folgt: 

ß^ CO&(ß' U) — ß C08(ßu) = + & .PP'. 

Da i? — ß die geometrische Derivirte der Function NQ 
ist, so ist die linke Seite dieser Gleichung der Projectiou 
dieser geometrischen Derivirten auf NQ gleich; folglich ist 



Fig. I«. 



dNQ 



—+S.PP: (9) 
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Diese von Mannheim aufgestellte Formel führt zur Lösnng 
vieler bemerkenswerther Probleme, die sich auf die Construc- 
tion von Tangenten und Krümmungsradien krummer Linien 
beziehen, , 

Wenn sich bei der Bewegung von MN die Länge des 

Abschnitts NQ nicht ändert, so i3t--i--'=0,undnachFormel 

(9) hat man PP" = 0; also: wean eine Gerade NQ sich bewegt, 
ohne ihre Länge su ändern und dabei im Punkte M eine ge- 
gebene Ourve berührt, oder durdi den Punkt M, dessen Geschwindig- 
keit gleich Null ist, hindurdtgeht, so schneiden sich die Normalen 
der Sahnen der Punkte N und Q, die in der Ebene der Ge- 
sckwindigheOen dieser Punkte gelegen sind, in einem Funkte P, 
u^lcher auf dem in d^selben Ebene auf MN im Punkte M er- 
richteten Perpendikel liegt. 

Äendert sich der Abschnitt QP. auch nicht, so geht die 
in der Ebene MNP durch P gelegte Normale- der Bahn des 
Punktes B. auch durch P. 

• Aus dieser Eigenschaft der Normalen der Bahnen der 
der Punkte einer unveränderlichen geraden Strecke ergiebt 
sich eine sehr einfache Methode zur Construction der Normalen 
an einige Cutven. 

a) Normale an die Conchoide. Die Conchoide entsteht bekanntlich 



durch die' Bewegang des Endpunkte) 



Strecke NQ (Fig. 17) von 
nnveränderlicher Länge, 
deren Bichtnng durch einen 
festen Punkt M hindurch- 
geht, während ihr Anfangs- 
punkt N eioe Gerade AB 
beschreibt. Zieht man JV 2* 
senkrecht zn AB bis zum 
Schnitt mit einem ia M 
»nf MQ errichteten Per- 
pGndikel, so erhält man 
den Punkt P, durch den, 
gemäss dem oben bewie- 
senen , die Normale des 

Punktes Q der Conchoide gehen mnss; also ist PQ die gesuchte Normale. 

Der Endpunkt B der der NQ gleichen und entgegengesetzten Strecke 

NB beschreibt den andern Ast der Conchoide, und die Gerade KP ist 

die Normale dieses Astes im Punkte B. 
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b) Normak an die Ellipse (Fig. lg). Eb Heien Ox, Oy die RichtoDgea 
der grosaen und kleinen Aie der Ellipse, a nnd 6 die Grössen der ent- 
Fig. 18. sprechenden Halbaien; NB = a, 

NQ = b die unveränderlichen »Ab- 
eclinitte einer Geraden, die sich bo be- 
dass B auf der Axe Oy bleibt 
und Q anf der Ase Ox. Es ist aus der 
hlytischen Geomelrie bekannt, dasa 
bei dieser Bewegung der Punkt N 
die Ellipse beachreibt. Um die Nor- 
male an die Ellipse im Punkte N za 
construiren, errichte man in B und Q 
Senkrechte zu den Bahnen Og nnd 
Ox dieser Punkte , verzeichne ihren 
Durchscbnittspnnkt P nnd zieh? die Gerade PN. 

Die Normale an die Ellipse -hat die bemerken swerthe Eigenschaft, 
dasB das VerhältnlsB AN : BN ihrer Absclinltte couBtant und gleich dem 
Terhältnias der Quadrate der Halbaien i':o' ist. Die ähnlichen Drei- 
ecke ÄNQ und PNB geben nämlich die Proportion: 

ÄN:PN = b:a, 
imddiB ähnlichen Dreiecke -BS JT nnd P^iTliefem die weitere Proportion 

PN:PN^b:a; 
darch Combination beider erhält man: 

ÄN:BN= b':a\ 
Aus der Formel (9) ergeben sich noch andere bemerkens- 
werthe Folgerungen. Yergl. Manniieim, Conatruetion de la tan- 
gente du point de eontact d'une droite avec aon en7eIopp,e pour 
cerlaina lieux geometriques (Nouv. Annales de Mathematiques, 
T. SVI, p. 322 und Construction du centre de conrbure de l'epi- 
cjcloide (NouT. Ann. de Math.^ T. XVIII, p. 371), sowie Note de 
Geometrie infiniteaimale (Annali di Matematica pabl, da Tortolini^ 
T. II, p. 208). Bour: Coura de Mecanique et de machines, 
Cinematique, p. 52. 

20. Benutzen wir noch die Formel (2) §. 18. zur Lösung 
des folgenden Problems: 

IHe Ptmkte N und M haben jeder eine gleickfikmige Bewegung, 
itr erstere auf einer geraden Linie, der zweite auf einer Curve, welche 
dit Gerade MN im Punkte M berührt. Es soll die Gleichung dieser 
Curvt und die Zeit gefunden werden, welche einer gegebenen Lage der 
Pusite M und N entspricht. 

Zunächst bemerken wir, dass die gesnehte Curve mit allen ihren 
Punkten in einer Ebene liegt, die durch die »om Punkte N beschriebene 
Gerade hindurchgeht. Denn durch diese Gerade muBs die Ebene der 
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c jede Lage den Punktes M 



— u - 

erBten Krümmung der geanchten Curve f 
hindnrehgehen. *) 

Eb Bei (Fig. 19) A die Anfangslage des Punktes M, B die Anfangs- 
lage' dea PunkteB'2V, O^ senkrecht zu BJV^, OA = ni, OB~n, AB~c, 
Fig 19 ~Jlf^= M, adieGeBchwiudigkeit desFnaktes 

M, fiie des Ponktes ff, ^— t, AM =-s 

endlich x und y die Coordinaten des Punktes 
M, bezogen auf 0^1 nnd OB als Axen. 

Die Bewegung der Strecke MN ^ u ge- 

nQgt der fQr die Formel (2) § 

liehen Bedingung, 

—— schwindigkeit a ihres Anfangspunktes die 

Richtung tou u habe. Diese Formel giebt: 



;. 18. erfordcr- 
nämlich die Ge- 



mao sieht leicht, dass 



«(ey) = 



>s(«a.): 



(a) 



und dahet geht die Qleichung (a) aber in die folgende: 



dy 



' y setst und beachtet, dass 
]/ 1 -\- y' äx ist, die Differenzialgleichung der gesuchten CnTve: 

dy kdx 



Die Integration ereilt: 

iro C eine Constante ist, die man ans der Bedingung bestimmen kann, 
dass y = -werden muss, w.enn x ^ m wird; also 



S+'^' + ff 



= Cm* oder - 



»■ + VT+V 



^©* 



*) Die Ebene der ersten Krümmung ist die Grenze der durch zwei 
unendlich nahe Tangenten gelegten Ebene, nnd da diese Tangenten die 
vom Punkte N beschriebene Gerade treffen, so muss ihre Ebene und 
die Grenie dieser Ebene dnich dieselbe Gerade hindurcbgeheo. 
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Dabei können drei Fälle eintreten: t < 1, * > 1, i = 1. Im ersten 
and zweiten Falle giebt das Integral des Ausdrucka (b) die Gleichung 
der Bahn in der Form 

und im dritten Falle: 

»-*[^(l)'-"+""»^(s)]-^- 

Da 

sd )/l + y'^.dx 



1 Falle * < 1 und A > 1 : 



Ä[^©'+"+»>-©]- 



Im Falle Ä < 1 kann der Punkt M den Punkt N einholen. Um 

die Ordinat« des Punktes zu erhalten, wo M und N znBammenfallen, bo 
wie die Zeit, wann dies eintritt, moss man in den Formeln (d) und (e) 
X •^ setzen; dadurch erhält man: 

_ n + C& e -[-h n 

Im Falle ft > 1 und t =- 1 findet man ^ = oo nnd f = oo für a; = 0. 
Die TOrstehende Aufgabe heisst die Aufgabe der Hasen- oder Flucht- 
linie. Diese Cnrre stellt den LanC eines Schiffes M dar, welches ein in 
der Geraden Oy fahrende Schiff N verfolgt. Bongner gab eine Lösung 
der Aufgabe in den Mdmoirea de TAcadömie des sciences de Paris för 
das Jahr 1732. Ebenda findet man anch die Lösung von Maupertuis, 
der die Aufgabe anch auf den Fall ausgedehnt bat, dasa die Bahn des 
Sehiffes ]>! eine krumme Linie ist. 
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lY. Capitel. 

Differentiatioö geometrisoher Summen und geometvJBOher Prodncte.. — 

PolgeningeB, die sich auf die Projectionen von geometrischen Deri?irten 

tind aaf ßeachleunigungen beziehen. 

31. Lehrsatz 1. Die geometrische Derivirte einer geometri- 
schen Summe s mehrerer Summanden m, u, .... it'™' ist die geo- 
metrische Summe der geometrischen Derivirt&i der einzelnen 



Bezeichnen wir mit s die SchluBsIinie eines 
Polygonalzuges, der aus den Seiten «, u, «", . . . m<™' derart 
zusammengesetzt ist, dass der Endpunkt einer Seite jedesmal 
in den Anfangspunkt der folgenden lallt; ferner mit a, a, 
a", . . «<"'> die Geschwindigkeiten der Anfangspunkte der Seiten 
H, «', m", . . . m'"** und mit ß die Geschwindigkeit des End- 
punktes der letzten Seite m*""'. Auf Grund des Satzes im §. 18, 
hat man dann: 



»j =.k' — tt, M,' = k" — a',. . . m/"" = ß — «'"'>, 
woraus folgt: 

«, + «,'+--. + v«-=?-«- 

Da aber a und ß die Geschwindigkeiten des Anfangs- 
und Endpunktes der Schlusslinie s sind, so ist: 

folglich 

»7 ■=ä; + <+. .. + .,,»». 

Folgerung 1. Auf Grund des eben bewiesenen Satzes findet 
man, dass überhaupt 

^.-«. + < + --- + '^. 

d. h. dass die geometrtcshe Derivirle beliebig hoher Ordnung von 
einer geometrischen Summe gleidt ist der geometrischen Summe 
der geometrischen Derivirten derselben Ordnung von den eingdnen 
Summanden. 

Folgermtg 3. Die geometrische Derivirte heli^iger Ordnung 
von einer geometrischen Differenz u = v — w ist die geometrische 
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IHiferem der geometrischen, Derivirten derselben Oränufig w» 
dem Minuendus und Suhirdhendus, d. h. 

l'n ^ Vn W, . 

Folgerung 3. Die geometriscfie Derivirte n*^ Ordnung von 
einer beliebigen geometrischen Function u ist die geometrische 
Differenz der geometristJien D^ivirten (n — 1)'"" Ordnung der 
Gesdiwindigieiten des Endpunktes und des Anfangspunktes. Be- 
zeichnet man nämlich diese Geschwindigkeiten mit ß und u, 
so hat man nach dem Satz in §. 18. 



sich nach Folgerung 2. ergiebt: 

22. Der Funkt m bewege sich in, einer Ebene und sei 
durch die Folarcoordinaten r und tp bestimmt. Die geometrische 
Derivirte J", des Radiuavectors ist nach §. 13. die geometrische 
Summe der partiellen Derivirten -j- , welche die Richtung von 

r hat, und der partiellen Derivirten r-^, die zu r senkrecht 
und nach der Seite hin gerichtet ist, wohin 9 wächst, d. h.: 

1 ~ dt "T" dt ' 
und nach Lehrsatz (1) ist: 



Die geometrische Derivirte ( j- 1 ist ihrerseits die Summe 
der partiellen Derivirten ^, die die Richtung von ^, d. h. 
die von r hat, und der partiellen Derivirten -j- -jr, die zu r 
senkrecht nach der Seite hin gerichtet ist, nach welcher ip 
wächst; eTienso ist die geometrische Derivirte [r-^Y wieder 

die Summe der partiellen Derivirten V dtj, die zu r senk- 
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recht, und der partiellen Derivirten ** jv ■ jf ^ ''( jf ) j ^^^ 
dem r ent^egengeBetzt gerichtet ist. Die partielle Derivirten 
^ und ?*( jfj lassen sich nun zu einer einzigen 



'on r 

dt 



vereinigen, welche die Richtung von r hat, und die partiellen 
Derivirten 

dr d^ 
dt dt 
ebenso zu der einen 



die zu r senkrecht imd nach der Seite hin gerichtet ist, wo- 
hin <p wächst. 
Es ist also 



dt' ^ \dtj 



.<-l:) 



Die geometrische Derivirte r, ist die Geschwindigkeit v der 
Bewegung des Punktes m, und r^ ist die Beschleunigung erster 

Ordnung v, dieser Bewegung; folglieh aind die Componenten 
von r^ zugleich die Projectionen der Beschleunigung «?, auf den 
Eadiusvector und auf die dazu senkrechte Richtung, d. h. es ist 

•'<™(«i')-7-— 3<— W 

Nehmen wir nun an, der Punkt m bewege sich so, dasa 
der vom Badittsvedor r beschriebene Flächenraum der Zeit pro- 
portional wächst, und es sei c der in der Einheit der Zeit be- 
schriebene Flächen räum. 
Dann hat man: 
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und nach Formel (b); 

Vi sm(ii,r) = - • -^ = 0. 

Dies zeigt, daea, w^in der Eadiusvector der Zeit proportionale 
Fläckenrmme beschreibt, die Beschleunigung erster Ordnung die 
Richiang des Badiusvectors hat. 

Die G^leichuDg (c) giebt jf = -i; daher ist: 

dr^dr 2c^ 2c ''w 

dt d<p f' dq> ' 

'i'r^ 2^ Kr jdf^ 4c' \rj _ 
, dC dtp* dt r* dif*. ' 

nach Formel (a), in der jetzt co8(w,r) = + 1 ist, trhält man 
also: 






Diese von Binet herröhrende Formel kann dazu dienen, mit 
Hilfe der Gleichung der Bahn die Beachleunigung v^ als Func- 
tion des 'Radiusvectocs darzustellen. Ergiebt sieh rechter 
Hand ein positives Resultat, so hat man links das Zeichen -l^ 
zu nehmen, d. h. es ist co3(wir) = + l zu setzen; dann 
stimmt der Siun der Beschleunigung mit dem des Radias- 
vectors r überein. Erhält man aber rechts ein negatives 
Resultat, so ist cos(j?jr)== — 1, und v^ hat den entgegen- 
gesetzten Sinn von r. Es sei z. B. die Bahn ein Kegelschnitt: 



-L±i 



und die Formel (d) giebt: 



folglich hat die Beschleunigung Uj entgegengesetstert Sinn, wie 
der Sadiusvector und ist dem Quadrate des Badiusvectors um- 
gekehrt prop<»-tional (wie schon im §. 6, Beisp. 2, gefunden 
ward«). 

Samolt, Macbuik. t 4 
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33.. Das Product aus Vwei Sirecken u, v uad dem Cosinus 
des von ihnen eingeschlossenen Winkels, d, h. die Grösse 
uvcos(uv), nennt Kesal ein geometrisches Product und be- 
zeichnetes mit hd.*) Man kann mit derartigen Producten in ganz 
analoger Weise rechnen, wie mit den gewöhnlichen Producten. 

Ijehrsate 3. Das geometrische Product zweier geometrischen 
Stimmen ist gleich der algehraiscken Summe aller geometrischen 
Producte der Glieder der eine» Summe in die der and&^. 

Beweis. Es sei s ^ « + v, und a sei eine beliebige 
Strecke von bekannter Länge und Kichtung. 
Da 

s cos (so) = M COS (ua) + v cos (f «), 
so ist auch 

sa co8(sa) ^ua cos(ua) -\- va cos(va), 
d. h. _ _ _ 

sa 3= ua -|- va. 
Setzt man nun a = b -\- c, so folgt auf Grund der eben ent^ 
wickelten Formel: 



und folglich 



ua = AM = 6« + CM ^ m6 + VC, 

<a •= av -^^ vb -j- ve, 



(« + v) (6 + c) = Mfc + MC + v6 + VC. 
Fo^erung. Angenommen, es seien x, y, z die geradlinigen 
Coordinaten des Punktes M und x, y, / die des Punktes Jtf 
in Bezug auf die Axen Ox, Oy, Oz; ferner sei OM'^r, 
OM' = r; dann hat man 

r = a; + y+7, »"'==«'+«/' + /, 
und auf Grund des Lehrsatzes (2) folgt 
rr = a;a/ + i/V + «/ + */s' + äj/' + ex + x/ + xy + yaf, 
d. h.: 

rr cos {rr) «= xx' + yy + ss' -j- (yz' -\- ey) cos (yz) 
+ (a;/ + 0x') cos (««) + (3;y' + y^') cos (a;»/), 

*) Die von Besal angewandte Schreibweise ist eigentlich uxv oder 
UV. S. Cinömatiqne pure g. 60. p. 64. Anm. d. üeberaetzets. 
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welche Formel sich auch auf anderem Wege ableiten läaat. Im 
Falle rechtwinkliger Äxen sind die geometrischen Producte 
yz, zy, gx, xs, xy, yx' gleich Null, weil die Winkel zwischen 
den Factoren gleich 90", also ihre Cosinus gleich Null sind, 
Lässt man die Funkte M und M' zusammenfallen, so folgt 

r^ = XX -\- yy -^ Z0 -\- 2yg + 2sa; + '^xy, 
d. h. 

T^ r= x^ -\- y^ -{- s^ -\- 2i/2cos{j/i') + 2«a;cos(4a;) + 2a;ycos(a:y), 
welches die bekannte Formel für das Quadrat des Abstandes 
eines Punktes vom Coordinatenanfang ist, 

24. Lehrsatg 3. Sinä u und v geometrische Functionen der 
Zeä t, so ist die analytische Derivirte des geometrischen Productes 
UV dargestellt durch die Formel 

welche der L&Smitz' sehen Formel ßr die, Differentiation eines ge- 
wöhnlichen li-oditdes ähnlich ist. 

Seweis. Es erhalte die Zeit t einen unendlich kleinen 
Zuwachs r, wodurch die Functionen u und v in u' und v 
übersehen mSgen. Die geometrischen Differenzen u — m und 
v — V sind dann die geometriaehen Incremente der Functionen 
ti und V. Bezeichnet man sie mit z/u und z/v, so folgt aus 
Lehrsatz (2) 

UV = (« + ^u) {V -j- ^V) = UV -\- v2Ju + u^v + ^uzJv, 
und daher 

= V (- u- — f- —zJv, 

wo unter — und — die mittleren Geschwindigkeiten bei der 
Verschiebung der Endpunkte von Strecken zu verstehen sind, 
die aus dem festen Ursprung gezogen und den Functionen 
u und V geometrisch gleich sind; dabei hat man als Richtungen 
dieser Geschwindigkeiten die Richtungen von z/m und z/f zu neh- 
men. Setzt man r = 0, so gehen diese 6escbf?indigkeiten in die 
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geometrischen Derivirten «^ und v, über, und das letzte Glied 
verschwindet zugleich mit ^v; daher geht die Formel in die 
obige Form über: 

duv — , - — - . 

-^ = t>M, + UV,. «1 

Folgerung 1. Differentürt man daa Produet uv mit Anwen- 
dung der Formel (a) nmal nacheinander, so findet man die 
Formel: 



, » (n — 1) . . . (n — m + I) , , ,. -, 

+ ^^ 1.2.3...», —^ «,««,-,„+... + «,«', (b) 

die der allgemeinen Leibnitz'schen analog ist. 

Folgerung 2. Stellt man nach Formel (b) die Ausdrücke 

der Derivirten von 

M«i, MVa, ?*r,_i 

der (» — 1)*™, (tt — 2)"", Ordnung auf und eliminirt dann 

«1, «j,,...u,_ij so folgt: 

Folgerung 3. Wählt man als Factor v eine constante 

Strecke, die der Einheit gleich und auf einer beliebigen Pro- 

jectionsaxe x abgetragen ist und bezeichnet man mit a;,, 

x^,...x„ die geometrischen Derivirten dieser Strecke, so erhält 

man nach Formel (a) 

, , A[u ooB(iia;)] . > ,,> 

«, co»{u,x) = -^ — -^ — - — «a:, COS (««,), (d) 

und nach Formel (b) allgemein: 

«„C0SK^) = — ^^;. ,,™-. 

^-'^-^^^^^^^^'^ -...(- l)"«-«cos(«.0. (e) 

Die Formeln (d) und (e) können dazu dienen, die Projectionen 
der geometrischen Derivirten m,, Wj,,... einer beliebigen Func- 
tion « auf eine gegebene bewegliche Äxe x zu berechnen 
durch deren Bewegung sieh die geometrischen Derivirten x,, 
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Xi, . . . . x^ einer der Einheit; gleichen, auf dieser Axe abge- 
tr^enen Strecke bestimmen. 

25, Benutzen wir die Formel (d) zur Bestimmung der 
Projectionen der geometriaehen Derivirten der Function « auf 
drei bewegliche rectangulSre Coordinatenaxen Ox, Oy, Oz 
(Fig. 20).*) 

Es seien x, y, z die Projectionen der Function « auf diese 
Axen, d. h. die Coordinaten des Endpunktes der der Function 
Kig. io. M geometrisch gleichen 

Strecke OM. Nehmen wir 
ferner auf den Äxen die 
drei Strecken OA, OB,OC 
an, die während der ganzen 
Zeit der Bewegung der 
Einheit gleich bleiben, und 
bezeichnen wir mit a, h, c 
ihre geometrischen Deri- 
virten, d. h. die Geschwin- 
digkeiten der Punkte A, 
B, C. i)ie Projection der 
Geschwindigkeit a auf die 
Axe Ox, die von b auf Oy und die von c auf Oz sind gleich 
Null. Bezeichnen wir nun mit «j, und a^ die Projectionen 
von a auf die Axen Oy und Oz, mit b, und b^ die Projectionen 
von b auf die Äxen O2 und Ox und mit d und c^ die Pro- 
jectionen von c auf die Axen Ox und Oy. Dann hat man 
nach Formel (d) 




«1 cos (»iX) = 



- ua cos(Ma) 



und < 



u cos (ux) = X, ua cos (ua) = ya,, + z 



*) Hier nad in der Folge werden wir die Asenrichtungen, aaf denen 
die positiven Coordinaten aufgetragen werden, bo annehmen, daw für 
einen in der Bicbtnng der poaitiveu 2:- Coordinaten mit den Füssen im 
Punkte stellenden Beobachter die Eichtung Ox der positiven cc aar 
. Linken, die Bichtnng 0^ der positiven y zur Rechten ist. 
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ist 


«, cos (Uli) — ^ - !/«, — 'o.- 




Ebenso 


findet man; 




M,coe(«,s)-^-lS.-»S., 




«,co«(»,»)-y, — IC-!»!,. 



Wendet man diese Formeln auf a, b, c an, so folgt: 

Oj = — 61, O3 = — Ci, 61 = — Cffi 

ea sind also von den sechs Projectionen der Geschwindigkeiten 
a, b, c auf die Coordinat«naxen nur drei VMi einander Ter- 
schieden. Bezeichnet man b, mit p, c^ mit q und a^ mit r, 
so hat man: c^ = — p, a, ^ — 9,bx= — »*; hiermit nehmen 
die obigen Formeln die Form an: 

u,coaiu,x) = ^ + qe-ry 

«,cosKy) = g + ra:-p^ (1) 

«1 cos (m^s) = ^ + py _ ga;. 

Ist j) == 6, eine positive Grösse, so ist Cy ^ — p negativ. 
Hätte in diesem Falle der Punkt B nur die Geschwindigkeit 
fc, und der Punkt C nur die Geschwindigkeit — c^, so würden 
sich diese beiden Punkte in der Ebene j/Oä auf der Peripherie 
eines Kreises vom Radius OB bewegen, und zwar in einem 
solchen Sinne, dass ein in der Richtung der Axe Ox mit den 
FOssen in sich befindender Beobachter diese Bewegung von 
links nach rechts vor sich gehen sähe. Im Falle j)<0 ist, 
bewegen sich die Punkte B und C mit der Geschwindigkeit 
— p, und dann sieht der Beobachter die Bewegung von rechts 
nach links erfolgen. Folglich ist es die Geschwindigkeit + p 
allein, welche die Rotation des rechten Winkels yOu um die 
unbeweglich bleibende Axe Ox mit der Winkelgeschwindigkeit 
-|- p bewirkt. Ebenso findet man, dass +2 die Winkel- 
geschwindigkeit der Rotation des rechten Winkels gOx um 
die Axe Oy und + r die Winkelgeschwindigkeit der Ro- 
tation des rechten Winkels xOy um die Axe Oz ist. Die 
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Formeln (1) zeigen, daas man die geometrische Derivirte u^ 
als geometrische Summe zweier anderen Geschwindigkeiten «,' 
und M," betrachten kann, deren Projectionen auf die Ooordinaten- 
asen durch die Formeln bestimmt sind: 

<cosKV) = g (2) 

ttl'c0s(M,'«) = -^ 

" / " \ 1 9 '' I 

% cos {u^ X) = q3 ^ sy = \^ 

u," cos («(i"y) =~ rx — P^ = (3) 

" ^ " \ \pi\ 

«, cos (ti, e) = py -- qx = \ 
i \i / j-3 i \xy\ 

Die erste Componente u/ ist die Geschwindigkeit, welche 
der Punkt {<c,y',s) haben wörde, wenn die Coordinatenaxen nach 
der Zeit t fest^eblieben waren und wenn die Coordinaten x, y, z 
durch dieselben Functionen der Zeit dargestellt wären, durch 
welche sie bei der Belegung der Äxen wirklich dargestellt 
werden. Die zweite Component« u^' ist die Geschwindigkeit, 
welche der Punkt M haben würde, wenn die Coordinaten x,y,s 
nach der Zeit ( constant geblieben wären, d. h. wenn der 
Punkt M unveränderlich mit den Axen Ox, Oy, Oz verbunden 
wäre und die Axen sich in Folge der Bewegung der drei 
Punkte A, B, C bewegten. Für jeden anderen mit den Axen 
Ox, Oy, Oz unveränderlich verbundenen Punkt musa man 
die Coordinaten x, y, s mit den jenem neuen Punkte zuge- 
hSrigen vertauschen, während p, q, r unverändert bleiben. 
Die Formeln (3), welche die Projectionen der Geschwindig- 
keiten eines mit einem beweglichen rectangulären Axen- 
system unveränderlich verbundenen Punktsystems auf diese 
Äxen ausdrucken, wurden zuerst von Eulet*) gegeben. Die 
Geschwindigkeit ttj" heisst die Batattonsgeschwindigieit 

•) Secöwoerte d'un nottveau principe de JKÄanigue. Mämoirea 4« 
rAcadäniie de Berlis. 1750. 
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26, Wenn" die Coordiuaten z, y, s den Bedingungen ge- 
nügen: 

qs — ry=^0, rx ~- pz =: 0, py — qx =' 0, (4) 

so ist die ßotatJonsgeadiwindigkeit u" gleich Null. Die 
Gleichungen (4) stellen aber eine gerade Linie OD dar, die 
durch den Coordinatenanfang und durch den Punkt D (p, q, r) 
geht, dessen Coordinaten den Gleichungen (4) genügen. Folg- 
lich ist nur für Pnnkte, die auf dieser Geraden liegen, die 
Hotationsgesch windigkeit u," Null. 
Die Gleichungen (3) geben: 

xu" cos {Hi'x) -}- 1/M|" COS («("y) -|- Sil" cos (»(|"^) ^ 
P«i" cos (M,"a;) + qu" cos (m/'j/) + ru" cos («i"«) = 0, 
oder 

tiu" cos (««,") = 0, OD. u" cos {OD, u^') = 0; 
dies zeigt, daas die Geschwindigkeit m," zu der durch den 
Punkt M und die Gerade OD gehenden Ebene senkreckt ist; 
daher tangirt die Sichtung von u" einen Kreis, der sein 
Centrum im Schnittpunkt P der Geraden ÖD mit der durch 
M senkrecht zu OD gelegten Ebene hat und der in dieser 
Ebene mit dem Kadius PM beschrieben ist. Setzt man 
OD = ta, FM= (f, so ist nach den Formeln (3): 

M,"' = (23 — ryy + {rx — psf + (py — qx)* 
= (p* + S* + H) {x^ + f-\- z*) ~{^x-\-qy-\- rzf 
^ 10*«* — [oh cos{mqj)]* ^ o'«* sin*(MOj}, 
oder 

1 folgt 



d. h. das Verhältniss der Geschwindigkeit m," zu der mtsprechen- 
den Entfernung des Punktes M von der Geraden OD ist gleich 
dem Abstand OD; folglich ist dieses Verhültniss für alle mit 
den Coordinatenaxen fest verbundenen Punkte ein und das- 
selbe. Dasselbe stellt die geometrische Winkelderivirte des 
Badius PM dar und heisst Rotationswinkelgeschwindigkeit der 
Ebene MOP um die Gerade OD, oder auch Bolationswinkel- 
geschwindigkeit der Axen Ox, Oy, Os und aller fest mit ihnen 
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▼erbundenen Pvmkte, Lasseu wir die Ebene MOP gleichmäaaig 
mit der Geschwindigkeit at um die fest bleibende Gerade OD 
rotiren und bringen wir den Punkt M in diejenige Lage, 
welche er zur Zeit t einnehmen soll, so kommt er in diese 
Lage mit der Geschwindigkeit u". Aber obwol eine solche 
Bewegung die wahre Geschwindigkeit «," giebt, so kann sie 
sich doch von der wirklichen Bewegung des Punktes M unter- 
scheiden; denn die Geschwindigkeit allein genügt nicht zur 
Bestimmung der Bewegung, und die wirklichen Beschleunigungen 
bei der Bewegung des Punktes M können verschieden sein 
von den Beschleunigungen bei seiner Bewegung auf der Peri- 
pherie des Kreises vom Radius MP. Bei der wirklichen Be- 
wegung kann die Äxe OD sich bewegen, doch so, daas alle 
ihre Punkte in der unendlich kleinen auf t folgenden ^eit r 
unendlich kleine Strecken von höherer Ordnung als t durch- 
laufen. Die Gerade OD heisst die Mommtanaxe der Botation. 
Stellt OD (Fig. 21) einen Beobachter dar, der die Füsse 
in und den Kopf in D hat und auf den Punkt M hinsieht, 
yig. iL. so ist für ihn die Ge- 

schwindigkeit «i" immer 
von links nach rechts ge- 
richtet, d. h. die Bewegung 
des Itadius FM stimmt für 
ihn mit der Bewegung des 
Stunden- oder Minuten- 
zeigers auf dem Zifferblatte 
einer Uhr überein. Davon 
kann man sich folgender- 
massen überzeugen, 
^ Da 

u" = öp 
ist, so wird die der Geschwindigkeit u" geometrisch gleiche 
Strecke 0(i in Linieaeinheiten durch dieselbe Zahl ausge- 
drückt, durch welche die Fla<;he des Über den Seiten OD 
und OM construirten Parallelogramms MODE in quadra- 
tischen Einheiten ausgedruckt wird. Die Projection MOD'E' 
der Fläche MODE auf die Ebene xOy ist, wie aus der 
analytischen Geometrie bekannt, gleich + (jjj/ — g-a;) oder 
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~ (P^-^9'^),*)je nachdem der Winkel MOx grösser oder 
kleiner als der Winkel KOx ist; folglich ist im ersten Falle 
die Fläche MOIfK gleich u" cos («/V), und im zweiten 
gleich — u" cos(u"g). Deshalb muss die Projection der Strecke 
0(1 auf die Axe Oz, d. h. M,"coa(wi"s), im ersten Falle positiv 
und im zweiten negativ sein; d, h. es ist im ersten Falle der 
Winkel /lO? ein spitzer, im zweiten ein stumpfer; in beiden 
Fällen aber wird der Beobachter OD die Geschwindigkeit u" 
oder Oft von links nach rechts gerichtet sehen. Diese Richtung 
der Rotfttionsgeschwindigkeit werden wir die positive, die ihr 
entgegengesetzte, die negative nennen. Nimmt nun der Be- 
obachter die Lage Oft ein, indem er die Füsse in hat und 
auf den Punkt M hinschaut, so wird er den Punkt D zur 
Linken haben, und die der Strecke OM^u geometrisch 
gleiche Strecke DE hat für ihn die Richtung von links nach 
rechts.**) In dem Abschnitt Ober die Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen bei der Bewegung eines unveränderlichen 
Punktsytems werden wir die Eigenschaften der Rotations- 
geschwindigkeiten eingehender betrachten. Jetzt wollen wir die 
Formeln (1) zur Bestimmung der geometrischen Derivirten 
und der Beschleunigungen überhaupt benutzen. 



•) Bezeichnet q> den Winkel M'Ox und ip den 'WinkellfOx, dieae 
Winkel von der Axe Ox nach Oy hin gezählt von 0° bis 360°, ao hat man 
für jede Lage der Punkte S und M' die Relationen a; ^= OM' coaqi, 
y = OM' Bing), p = 01/ caaij)',q = OTy iiaip', und die Fläche M'Öjri' 
ist, wenn (p > qj',, dargestellt durch OM" . OD' ün(ip — q/) =- py — qx 
nnd, wenn gi' > cp, durch OM' . 01/ &\n(tp' -^ ip) =. — (py — qx), 

*•) Hierbei wollen wir eine allgemeine Bemerkung machen, die 
epätethin nützlich aein wird, daaa nämlich die Determinanten zweiten 
Gradea 

[gr] |rj>| |j>s| 
\yi\' \!>x]' \xyy 

die aus den Coordinaten der Punkte J* (?,?,*"), Jf {^^ly,*} zuaammen- 
geaetzt sind, die Frojectionen der Strecke Oft auf die Coordinatenaxen 
aind, wenn Oji dem aua OM und OD als Seiten construirten Parallelo- 
gramm dem Zahlwerth nach gleich, sa dessea Ebene senkrecht und so 
gerichtet ist, dass ein Beobachter, der die FöBse in 0, den Kopf in p 
bat und nach dem Punkte M hinachant, den Punkt Z> (desBen Coor- 
dinaten in den ersten Horizontalreihen stehen), zu seiner Linken sieht. 
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27. Ersetzt man die Function m durch ilire {n — 1)'" 
geometrische DeriTirte, so musa % durch die «'" geometrische 
Derivirte efsetzt werden, und man hat dann nach den Formeln (1): 

H,COs(M„y)- j^ '■|«^lC08(u^,2),t.^lCOB(»,_,X)p) 

Nehmen wir an, die Axe Ox sei in der Kichtung der 
geometrischen Function der Zeit Ok = k genommen; dahei 
gehe die Ebene xOy durch die geometrische Derivirte «, 
dieser Function, so daas Oy und a, nach derselben Seite von 
Ox hin gerichtet sind; dann ist die Geschwindigkeit a des 
Punktes Ä die Winkelderivirte der Function a. Sie ist parallel 
und gleichen Sinnes mit der Äxe Oy; daher ist ihre Projection 
a, = — g gleich Null, die Projection a^^ r aber gleich der 
Geschwindigkeit selbst. Die Geschwindigkeit c des Punktes 
C reducirt sich auf + P ^^^ ^^^ ^^^ ^^^ ^If '>^^' ^^™ '^ 
parallel, und zwar von entgegengesetztem oder gleichem Sinne, 
je nachdem die Eotation der Punkte S und C um Ox eine 
positive oder negative ist. Die Momentanaxe OD bleibt wahrend 
der ganzen Zeit der Bewegung in der Ebene xOz. Die 
Lage des Punktes D ist durch die Coordinaten x= +c, 
s a= a bestimmt. Die Grösse der Rotationswinkelgeach windig- 
keit 6} ist Ya^ -j- c*. 

Im vorliegenden Falle reduciren sich die Formeln (1) 
auf die folgenden: 

«^ cos (m, a) = -•■ •• jV" •■ — *iM cos {ua) 

a) a= - -■■ ' — - -\- au GOs{ua) — cmcos(mc) (o) 

/ 1 d r« cos (m c)1 i / y 

«, cos («1 c) = — ' — - ■: -■■■ ' + CM cos (mo). 

Sie gelten nicht nur für eine positive Rotation der Ebene 
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IBOä um OA, sondern auch für eine negative; denn sie ändern 
sich nicht bei der Aenderung dea Zeichens und Sinnes von c. 

Die Formeln (5) können zur Bestimmung der ^uccessiveu 
geometrischen Deriyirteu Mj, «3,,... dienen, wenn «, a und c 
bekannt sind. 

28. Nehmen wir jetzt für a die Geschwindigkeit v einer 
beliebigen Bewegung des Punktes m. In diesem Falle ist die 
Ebene der Geraden « und cc^ die Schmiegungeebene (vv^ oder 
die Ebene der ersten Krümmung, welche durch die Geschwin- 
digkeit V und die Beschleunigung erster Ordnung v^ geht. In 
dieser Ebene befindet sich der Krümmungsradius ß. Die Ge- 
schwindigkeit a ist das Verhältniaa des Contingenzwinkela zum 
Differential der Zeit und ist gleich — . Ihre Richtung ist die 
der ersten Hauptnormale, d. b. die Richtung des Krümmungs- 
radius p, wenn man als Anfangspunkt dieser Strecke den 
Punkt m nimmt. Die Richtung der Geschwindigkeit e ist die 
der zweiten Hauptnormale oder Binwmale (wie de St. Venant 
sie nennt); cdt ist der Torsionswinkel. Bezeichnet r den 

Radius der zweiten Krümmung, so ist cdt = — und c ^ ~. 
Dabei stellen wir r durch eine Strecke dar, die auf der zweiten 
Hauptnormale nach der Seite hin aufgetragen wird, wohin 
die Ebene (vv^ rotivt; dann hat c dieselbe Richtung mit r. 

Im vorliegenden Falle nehmen die Formein (5) die Ge- 
stalt an: 

W, cos (t(, V) = —^^j, ~ " cos (Mp) 

». C0S(«.(|) - "'"';;'""" + I « 00!l(«») - '- U C0S(«,) («) 



», CO. („. r) = !li"J51i^ + 1 „ cos (,, p) . 



Aus diesen Formeln erhält man die Projectionen der auc- 
cessiven Beschleunigungen v^, v^,.... auf die drei Richtungen 
V, Q und r, nämlich; 

Vj cos («, «) = ^ , !>, cos («j p) = -- , Vi cos (Wi r) = 0, (7) 

wie schon §. 14. gefunden wurde; ferner: 
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(8) 


.^(-) 




«1 COS (l.,()) — - ^j- 


(9) 


«, ooa(c,r) — i 


(10)') 



29. Aus Formel (7) nnd (10) lassen sich leicht die be- 
kannten Ausdrücke der Krümmungsradien durch die Coor- 
dinaten des beweglichen Punktes ableiten. 

Die Formeln (7) geben: 



Bezeichnet s den zur Zeit t von dem Punkte m zurück- 
gelegten Weg oder irgend einen andern Bogen der Bahn, der 
in einem festen Punkte derselben beginnt und in dem Punkte, 
wo m zur Zeit t ist^ endigt, so hat man: 

,ds ^" _ 1 '''s 

^ ~ —Tt' Tt~ ^ dt'- 

Ist der Punkt »i durch rechtwinklige geradlinige Coor- 
dinaten x, y, s bestimmt, so ist: 

v^ cos(Via:} ^-jTi) ""i coa (v^y) ^ y^, i'|COs('W|^)= T7ä(s.§. 17.), 
und 

folglieh ist: 



v'm+m 



' y (d^x)' + (dV)' + (i'^)' - (d'sf 



*) Die Pormeln (8), (9) und (10) sind auf aynthetiaehem Wege von: 
B«SB.l gefanden worden (Traitä de Cin^matique pure, pag. 371). Aber 
der Ausdrock, den er für v, eoB(eje) findet, iat nicht richtig; das Vor- 
zeichen des zweiten Gliedes muss dort in das entgegengesetzte verwandelt 
werden. 
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Die Determinanten zweiten Grades 



dy d^ dz (i'y 

dt dt' dt dl' 
dx d'x dx d'z 

dx d'y dy d'x 
UdO^Üd? . 



Bind die auf die Coordinatenaxen bezogenen Projectionen einer 
zur Ebene der ersten Krümmung (vrj aenkrechten Strecke, 
die der Flächenzabl des aus der Geschwindigkeit v und der 
Beschleunigung t;, constrnirten Parallelogramms gleich ist. 
Da diese Fläche durch 

-..™(«.)_«.ccs(..ri_i" 
ausgedrückt ist, so ist 

!;-^' + B' + OS 
woraus man einen anderen Ausdruck für den Kadius der 
ersten Krümmung erhält, nämlich: 



i/4' + £'4-C» 



y (dyd'E — did'y)' + (d^d'i — dxd'«)' + {ixd'y — dyd'x)* 
Da _ 

so ist 

f, cos(«, a;) = - co3(pa;) + -j-t coa(«a;); 

darans folgt 

ds d'i: t;' / \ I d's da: 

T^ 377 =- COS loa;) -\- -jts-tt 

dt dt' 9 w / \ ^(> d( 



und 



ebenso erhält i 



oos(pi) = (> — jj- 
CO» (py) = « j. 
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Durch die diese» Cosinus entsprechenden Winkel bestimmt 
sich die Richtung des Kadius der ersten Krümmung (f oder 
der ersten Hauptnormale. 

Bezeichnet man mit A' S" C die Frojectionen des Radius 
der zweiten Krümmung r auf die Cüordinatenaxen, so hat 
man, da r auf v und v^ senkrecht steht: 



dt ' dt ' dt ^ 

A'~ -\- B'^4-rr'~ — 

■^ dT' + -^ W + ^ 515-"' 
und da nach Gleichung (10) die Projection der 'Be- 
achleuoignng zweiter Ordnung v^ auf r gleich — ist, so tr- 
giebt sich: 



^■•^. + ^ 



i^_ 



c 



d'3 



Aus dieeen drei Gleichungen folgt 



Ä • 



B — - 



C 



W 



' dt" dt' 

d°y d^ 

' dt" dt' 

— A^ 4- H^ -I- €^' ■ 

— ^ W + -"di" + ''Tl" 
folglich ist 

>" - ^ (-l" + -B" + <?) - ^^^^- 
und 

'' = + n 



jdyd's 



- dzd'y)' + ( dsd^x — dxd'ny + {dxd^p_- 



-Jyd'^_ 
■dyd^x)d'z 



~-(dyd*is-did''y)d^x-\-{dzd'x~dxd''z)d'y + {dxd^y- 

Hier muss man das Zeichen -f- nehmen, wenn D > 0, und 
das Zeichen — , wenn i)<0. Die Formeln (a) zeigen, dass 
im ersten Falle Ä', B', ü dieselben Vorzeichen wie A, B, C 
haben und daher r so gerichtet ia^ dass ein in der Eichtung 
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der Geschwindigkeit mit den Füssen im Punkte {x, y, e) 
stehender und nach dem Ceutrum der ersten Krümmung hin- 
schauender Beobachter die Richtung r von links nach rechts 
gerichtet sieht; in demselben Sinne geht die Rotation der 
Ebene der ersten Krümmnng um die Richtung der Geschwindig- 
keit vor sich. Im Falle aber D < 0, haben r und die Rotation 
der Ebene der ersten Krümmung entgegengesetzten Sinn. Die 
Formeln (a) geben 

C03 (rx) = H — — 

^ ^ —yA'-i-B' + C 

cos (rif) = -\ — . 

^ "^ — y A* + B' + C 

cos (rz) ^- H — — , 

^ ' — j/A' + iJ'-l- C"' 

wo im Falle D > das obere, im Falle D < das untere 
Zeichen zu nehmen ist. 

Die durch die Richtungen von v und r gelegte Ebene 
nennt man rectificirende Ebene (plan rectifiant) (Memoire 
sut les . lignes courbes non planes, par M. de St. Yenant, 
Journal de l'ecole poljtechnique, 30"* cahier). In dieser Ebene 
liegt die Momentanaxe der Rotation des von der Tangente 
und den beiden Hauptnormalen gebildeten rectangulören Axen- 
systems. Die Projectiouen der auf dieser Axe aufgetragenen 
Rotationswinkelgeschwindigkeit o auf die Tangente und die 
zweite Hauptnormale sind + - und — ; also ist o* = 
«* l-i + -i) . Die Momentanaxe heisst rectificirende Gerade. 
Der Winkel ff zwischen dieser Geraden und der Richtung 
der Tangente ist durch die Formel bestimmt: tan ff ^ -| — . 



V. Capitel. 

^eatimrauag der GrSsee und Bichtaug der Sehne, welche den von einem 

Pnnkt in gegebener Zeit durchlaufenen Weg apaunt. Folgerungen. 

30. Es sei JS. die Lage des beweglichen Punktes zur Zeit 
t, M' seine Lage zur Zeit f + t und w = MM' die Sehne, 
welche den von dem Punkt in der Zeit % durchlaufenen Weg 
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spannt. Man kann die Gröase und Richtung dieser Sehne 
finden, wenn man die Geschwindigkeit v und alle Beschleuni- 
gungen Vi, fj,... zur Zeit t kennt, und man wird daher die 
L^e M' des beweglichen Punktes m zur Zeit t -\- t bestimmen 
können. 

Bezeichnen wir mit x die Projection des aus einem festen 
Ursprui^ nach dem Punkte M gezogenen ßadiusvectors 
OM auf eine beliebige Axe Ox. Bei der Bewegung des Punktes 
m wird sich die Grösse von x im Allgemeinen continuirlich 
ändern, und zur Zeit t -\- r wird x ein Increment i^x er- 
halten haben, für welches man nach der Taylor'achen Formel 
den Ausdruck findet: 

, dx , , d^x , , , 1 d'x , , y /,, 

■^''~ ä-,^ + iw'^ +■■■ + U2jr„-i,.^ + i' « 

wo I das Best^lied bezeichnet, das sich auf bekannte Weise 
ausdrücken lässt, z, B. nach der Formel von Lagrange oder 
nach der von Cauchy, Da nun ^ x =• w cos (wx) und für 
die Derivirten der verschiedenen Ordnungen von x allgemein 
(Tj: . > 

= V„-i C08 Iv^-tX) , 

dt" K ' ' Jr 

ist, so hat man: 

«7 COS (wx) ^ VT COS (vx) + i "l ^^ "08 (v,x) + ■ ■ ■ 

. ■ . + ^7273".::^ ""-* ■''' "^'^ (*'"-i^) + S ■ 

Diese Gleichung muss für jede Richtung der Axe Ox 
bestehen. Aus ihr ersieht man, dass, wenn man einen Polygonal- 
zug MAÄ^A^ ... Ä^^i Ä„^i aus den Seiten 

MA a= VT, AA^ ^ i Vj T*, A,At= ^ v^t^ , — 

bildet und wenn man die Richtungen dieser Seiten überein- 
stimmen läsat mit den Richtungen der Geschwindigkeit v und 
der Beschleunigungen v,, v^,.,.v„—i, die Sehne w die geo- 
metrische Summe der Seiten dieses Folygonalzuges und der 
Sehlussstrecke A„—iM' = tp ist, d. h. es ist: 

' l-,-/-r''^.''+y-(2) 
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Ist X eine endliche contmuirliclie Function, die sich nach 
ganzen Potenzen von c entwickeln läast, so nähert sich bei 
wachsender Gliederanzahl der Reihe (1) das Restglied | der 
Null. Folglich nähert sich auch (p = "äf ~^ '^^f ^^ ^®' 
wachsender Seitenzahl des Polygons MÄ^A^A^ ... A,^i\ da- 
durch geht aber die geometrische Sumnie MAn—\ dieser Seiten 
in die Sehne w über, so dass sich also die Sehne to dnrch 
die unendliche geometrische Summe 

i-i, + \v,V+... (3) 

ausdrücken läast'). 

Diese Formel zeigt, dass die Bewegung des Punktes m 
während d^r Zeit r als zusammengesetzt betrachtet icerden kann 
aus einer tmendltcAen Menge geradliniger Sewegwngen in den 
Richtungen der Gcscfimnäigkeit v und der Besddeunigungen v,, 
v^, . . .; dabei sind die W%e dieser Componentenhewegungen durch 
die Functionen 

. i 1 3 1 



Die erste Componente ist eine gleichförmige Bewegung 
längs der Tangente der Bahn im Punkte M mit der zur Zeit 
t erlangten Geschwindigkeit v; die zweit« ist eine gleichförmig 
beschleunigte Bewegung mit der Beschleunigung erster Ord- 
nung Vi; überhaupt bestimmt sich die n^ Bewegungscom- 
ponente durch die Beschleunigung v„—i allein, und der dabei 
zurückgelegte Weg ist der m"™ Potenz von t proportional. Ist 
T 80 klein, dass man das Reatglied <p vernachlässigen darf, 
so stellt die Strecke MA^^i annähernd die Sehne MM' nach 
Grösse und Richtung dar; deshalb ist A,^i annähernd die 
Lage des Punktes m zur Zeit t ■}- t. 

31. B^echnung der Länge der Sehne und ihrer ^ejecHonen 
auf die Tangente und auf die beiden Hauptnormalm. 



") MobiuB, Ueber die phorODomiBclie DentuDg des Taylor'schen 
Theorem B. Crelle'e .foumal fQr reine nod angewandte Mathematik, 
a 86, 8. 91. 
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Mit Hilfe der Formel (3) lässt sich die Länge der Sehne 
w berechnen. Setzt man zur Abkürzung 

_i Vg-i COS (i>p-i i!j_i) ^ap,q, (4) 



1 .2 .3...p 1.2.a 
so findet man nach der bekannten Formel Itlr das Quadrat 
emer geometrischen Summe: 

■ ■ ■ + {20l,i|,_i + ^lhjin-2 + . . . + a^,) T*i" + 
+ (2«i,a, + 2aä,,„_, +... + 2o„,, + ,)r^+' +... (5) 
Nimmt man andererseits an, die Sehne w sei in eine 
Reihe 

M; = 6jtr+At* + &3r' + ... (6) 

entwickelt, so findet man nach der MultipUcationsregel für 
Reiben: 

w!=6/t« + 2fcAt' + (2fe,fe3 + V)t* + (2M4 + 2fti6»)T*+-.. 
■ . . + (2b, fcg^i + 26,&ä„_a -f . . ■ + l>\) T*" + 
+ (2l,bu +2&j&ä,_, + ...-+: 2&,ö, + i)r*'' + ' +... 
Durch Vergleichung dieses Ausdrucks mit (5) ergeben sich 
■ die Gleichungen 
2M8— , + 2fta&g,_2 + ... + 6„*=2ai,a„_i +2aä,i„_3 +., . + «,,„ 
2ü',62, + 2tiifcs^i + ... + 2iA+i = 2ai,s„ + 2ai,,„_,4-2a^,+i, 
aus denen sich der Reibe nach die Werthe der Coefficienten 
der Reihe (6) ableiten lassen; es xrird nämlich; 

Die Formeln (b) und (c) des §. 24. geben die Gleichungen 

p!«'"— ^ = 0' + «)' S' Oj. + ",9 

...+j)!(3 + M)!op,g + „, 
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— »i>! (« + 1)! 



■ ■ ■ (" l^i»! (« + ")! «P,3+'.*). 
welche die Berechnung der Coefficienten 6,, J^,.. erleichtem. 
Man kauü die Sehne w als Function der Länge des Bogens 
MM' ^ z/s, welchen sie unterapajint, ausdrQckeu, wenn man 
aie nach Potenzen dieses Bogens in eine Reihe entwictelt. 
Dazu muss man s = t, c = .^s setzen; dann ist nach den 
Formeln (7), (8), (9), (10) dea vorhergehenden Capitels: 

„ = ^-!=l '^"^.o ''-'' = 
dt 'dt ' di' ' 

V^ COa(l!iD) ^ 0, V, C08(w,p) = ^i = -, 



=.[» 



Daher ist: 



i'oC08(rgu) = — i, WuCOs(jiao)=v,coa(v,ti^) = ^^,WeC03(Vor) = 



•) Hierin bedeutet j»! das Prodoct 1.2.3. 
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2ai^4 + 5«!, 



ds & Ke äs" ' L ds J )' 

120 U ds' ' L-ds J Q* p»r'J' 

-720 Up* "•" e'r' ds' ß rfs' ^' 



- z(s< + 



Die BichtuDg der Sehne w kann vermittebt ihrer Pro- 
jectionen auf drei zu einander senkrechte Richtungen, nämlich 
auf die Tangente und die beiden Hauptnormalen bestimmt 
werden; diese Projectionen sind: 

w 008(^1;) = WT + Vi C08(v,u) j^ + «2 cos(«i,v) ~-^ 4- . . . 

«)coB(M;p)=ucos{vß)T+«,eoa(«ip)j--ö+V2eos(«äp) i~2""^+'-- 

7vco8(wr) = i7eoa(w»')r + w,eoa(Wir)^ + );^co3(v2r)j-^— + .., 

Die Coefficienten der Potenzen von r werden mit Hilfe 
der Formeln (7), (8), (9), (10) des vorhergehenden Capitels 
bestimmt. Setzt man t^ s, x ^ zts, so folgt: 

*) Die ersten drei Glieder dieser Reihe hat Serret berechnet, b. La- 
croix, Trait^ dlöraentaire de calcul diff. et int., 7» öd., T. 11, page 171. 
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>J)_i_J^+.., 

~L ds" p= er'Jl.2.3.4 ' ' 



(8) 



, . 1 d»^ . I a \p/ . 1 \r/ I 4ia- , 

«"=<•■(«"■)- ,i o-! + b ^^ + 7 TT J raxj + •■ ■ 

Die Formel (7) zeigt, dass, wenn der Bogen ^s imendlicli 
klein ist, die Differenz zwischen Bogen und Sehne unendlich 
klein von dritter Ordnung ist. Aus den Formeln (8) ist er- 
sichtlich: 1) dass die Differenz zwischen der Sehne und ihrer 
Projection auf die Tangente unendlich klein von der dritten 
Ordnung, 2) dass die Projection der Sehne auf den Radius 
der ersten Krümmung unendlich klein von zweiter Ordnting 
und 3) dass die Projection auf den Radius der zweiten 
Krümmung unendlich klein von der dritten Ordnung ist. 

32. Aus den Formeln (7) und (8) lässt sich eine sehr 
einfache Formel zur annähernden Bectification jeder beliebigen 
krummen Linie herleiten. 

Nehmen wir jui, der Bogen z/s sei so klein, dass man 
seine fünfte und höheren Potenzen vernachlässigen darf. Dann 
genügt es, in Formel (7) nur die ersten drei Glieder beizu- 
behalten; bezeichnet man dann mit q den Badius der ersten 
Krümmung am Ende des Bogen s ^s, so kann man statt 

—j— substituiren ~—^—^\ dadurch erhält man: 



*) Diesen Nähemngswerth des Bogens gab Serret, Coura de oalenl 
diff. et int. 1868. T. I, p. 396, 
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Es sei a die Projection der Sehne w auf die Tangente 
im Anfangspunkt des Bogeus -ds und a' die Projection 
von w auf die Tangente im Endpunkt von Js. Multiplicirt 
man dann die Formel (7) mit 3 und sabtraliirt von dem Pro- 
ducte die erste der Formeln (8), so folgt: 

Bw — a = 2Js + -^-^ z/s^; 
daher ist auch 

Aus diesen beiden Ausdrücken folgt 

2^s-3»-i(« + a-)-i(i + 4,)^,.i 
addirt man hierzu die Formel (9), so ei^iebt sieh 

folglich ist 

•^'' -?«'-{('• + ''■)' 

d. h. die Länge des Bogens einer Curve ist annähernd gleich 
vier Dritteln mner Sdme vermindert um den sechste Theü der 
Summe der Frojectionen der Sefme auf die in den Endpunkten 
des Bogens an denselben gelegten Tangenten, 

Hieraus lässt sich die Huyghens'sche Formel ~ — 

zur Rectification des Kreisbogens ableiten, wenn man beachtet, 
dass iu jenem Ausdruck Ä die Sehne des ganzen und S die 
des. halben Bogens bedeutet.*) 

38. Angenommen, die beiden Ourven MA und MB 

(Fig. 22) haben einen gemeinsamen Punkt M- und in diesem 

Fig. 2a. Punkte eine Beröhrung von der Ordnui^ 

die gleich der ganzen Zahl » oder 

zwischen den ganzen Zahlen n — 1 und 

n gelegen ist. Betrachtet man diese 

Curven als die Bahnen zweier Punkte »t und m', die zu der- 



*) De circnli magnitudine inventa. Siehe auch laaei NewUmi 
Opuecula, Lanaanae et Oenevae, 1764. pag. 320 uud J. Waüii, A treatdse 
of Algebra, London, 1686. pag. 345. 
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selben Zeit t durch M hindurchgehen, so lassen sich die Be- 
dingungen ihrer Berührung unabhängig von irgend einem 
Coordinatensjsteme folgendermasaen ausdrücken: 

Die Geschmndigkeilen und die entspechenden Beschünmigwngm 
bis zur (n — 1)"' Ordnung einscMiesslicJi sind hei diesen beiden 
Sewegungen sur Zeit t geometrisch gleich. 

Bewei§. Es seien v, i^,, %, . . . die Geschwindigkeit und 
die Beschleunigungen der ersten Bewegung, u, m^, m^, . . . die 
Geschwindigkeit und die Beschleunigungen der zweiten Be- 
wegung zur Zeit (; ferner seien MÄ und MB die von den 
Punkten m und m' in der unendlich kleinen Zeit t durch- 
laufenen Wege. Da wegen der vorausgesetzten Art der .Be- 
rührung der unendlich kleine Abstand AB von' der Ordnung 
o + 1 sein muss, so muss die DiflFerenz der Sehnen MA und 
MB, die immer kleiner als AB ist, eine unendlich kleine 
Grösse von keiner niedrigeren Ordnung als a -|- 1 sein. Nach 
Formel (2) §. 30. hat man nun: 

Sehne MA = vt -\- ivjv^ + . . . + - r^-ir" + ip, 

Sehne MB^üt-\- i^ + . ■ . + -j-^ «IH^ + V- 

Soll aber die Ordnung der Differenz dieser beiden Grössen 
nicht niedriger als a -\- 1 sein, so ist erforderlich, dass 



34. Als Anwendung dieser Methode, die Bedingungen der 
Berührung darzustellen, wollen wir die Schmiegungskugel einer 
doppelt gekrümmten Curve in einem ihrer Punkte bestimmen, 
d. h. diejenige Kugel, auf der man eine Curve ziehen kann, 
die mit der gegebenen Curve eine Berührung dritter Ord- 
nung hat. 

Bezeichnet B denjenigen Radius der gesuchten Kugel, 
welcher nach dem die sphärische Curve beschreibenden Punkte 
m' gezogen ist, so hat man infolge der Bedingung, dass die 
Länge von R constant bleiben soll, die Gleichungen: 



i^ — n ^!C?5 
dt ' dt' 



0, ^,^-0, "^^-0. 
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Betrachtet man nun IP als das Product RR ^ RReoa^RR) 
und äifferentiirt diese» letztere geometrisch, so folgt 

RR~^=0, REi-\-R^ = 0, RR,-\-SE^=0, 
wo üj, Rj, Bj die geometrischen Derivirten des Radius R 
bedeaten. Nach der Bedingung aber, dass die sphärische 
Curse mit der gegebenen, vom Punkte m beschriebenen Curve 
im Punkte M eine Berührung dritter Ordnung haben soll, 
müssen jene Derivirten der Geschwindigkeit v und den Be- 
schleunigungen Vj und v^ geometrisch gleich sein; dadurch 
gehen die obigen drei Gleichungen in die folgenden über: 
R V cos (Rv) = 0, -R«! cos {Bv^) + v^ = 0, 

Bva t<is{ItVi) + 3««i co8(v«,) =0- (1) 

Setzt man die Geschwindigkeit v ^ 1, so hat man nach den 
Formeln (7), (8), (9), (10) des §. 28: 

Vi aos{v^v) = -^ = 0, Vi co3(i;jp) = v^ = -, 

Wg cos {v,Q) = s ~, tiaCOs(«ar) = — : 

daher ist 

11, cos (Jif,) = — cos (üp), 
und die beiden ersten der Gleichungen (l) geben: 
cos(üv) = 0, Jiicos(Kp) + 1=0. 

Die erste Ton diesen Gleichungen zeigt, dass B in der Normal" 
ebene liegt, die zweite giebt die Projection von R auf den 
Kadius der ersten Krdmmung 

R cos (üp) e ' (2) 

and zeigt, dass diese Projection dem Radius der ersten Krüm- 
mung entgegengesetzt gleich ist 

Die dritte der Gleichungen (1) lässt sich schreiben 

Rv^ cos (f jD) cos (Rv) + Rv2 cos (fäp) cos (Üp) 

-|- Rvg cos (i'^r) cos (itf) = 

'"'d geht nun infolge der vorhergehenden Gleichungen Ober in 

^ + iBcps(Br)-0. 
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Hieraus erhält man die Projeetion toh B auf den Radius der 
zweiten Krümmung • 

Rcm(Rr)-^rif^. (3) 

Durch die beiden Projectionea (2) und (3) ist aber die Bicbtung 
des Radius R der Scbmiegungakugel und seine Grösse 

bestimmt. 

Die Grleichung (2) zeigt, dass das Centrum des Kreises der 
ersten Krümmung die Projeetion des Centrums der Schmiegungs- 
kugel auf die Ebene dieses Kreises ist Der Kreis der ersten 
Krümmung ist daher der Durchschnitt der Schmiegungskugel 
mit der Ebene der ersten Krümmung. 

35. Ist der Mittelpunkt der ersten Krümmung, so nennt 
man die in diesem Funkte auf der Ebene der ersten Krümmung 
errichtete Senkrechte OC die Pollinie (Krümmungsaxe), weil 
jeder ihrer Punkte ein Pol des Kreises der ersten Krümmung 
iat, d, h, ein Punkt, der von allen Punkten der Peripherie 
dieses Kreises gleich weit absteht. Bei der Bewegung des 
Punktes m auf der gegebenen Curve erzeugt die Pollinie eine 
abwickelbare Fläche, die man Polfläche (Enveloppe der Normal- 
ebenen) nennt. Die dabei vom Mittelpunkte der ersten Krümmung 
auf jener Fläche beschriebene Curve heisst Linie der MiUel- 
putikte der ersten Krümmung; die Normalebene MOC der ge- 
gebenen Curve berührt die Polfläche längs der ganzen Pollinie. 
Der Berührungspunkt der PoDinie mit der Gratlinie der Pol- 
fläche ist der Mittelpunkt, der Schmiegungakugel. 

Diese Eigenschaften der Curven lassen sich bekanntlich 
durch die Methode des Unendlichkleinen sehr einfach beweisen. 
Ich will zeigen, dass sie ebenso leicht aus den Formeln der 
§§. 28. und 34. abzuleiten sind.. 

Zunächst sei bemerkt, dass die Bedingung, welche er- 
forderlich ist, wenn eine.l^erade durch ihre Bewegung eine 
abwickelbare Fläche erzeugen soll, darin besteht, dass die Ge- 
schwindigkeiten aller ihrer Punkte in einer und derselben 
Ebene liegen; hierzu genügt aber, dass die Geschwind^keiten 
(t und ß zweier ihrer Punkte, des Anfangs- und Endpunktes 
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ii^ead einer auf ihr angenoxameneD Strecke u, in einer und 
derselben Ebene liegen. Setzt man u ^ OC und ist a die 
Geschwindigkeit des Punktes und ß die des Punktes C, so 
ist leicht zu beweisen, dass a und ß zu der Geschwindigkeit 
V des Punktes M senkrecht gerichtet sind und daher in der 
Ebene MOC liegen. Da nämlich v und a die Geschwindig- 
keiten des Anfangs- und Endpunktes des Badius der ersten 
Krümmung MO = q sind, so ist die geometrische Differenz 
dieser Geschwindigkeiten die geometrische Derivirte jenes Radius, 
d. h, p, = K — V. Daher hat man: 

KCOS(aw) = p, C08(»Pi»j) + l^, 

« cos (äff) = pi eo3 (ppj), a cos («r) = pi coa (pir); 
aber nach den Formeln (6) §. 28. ist: 

p, cos{fti>) = — r, 
fo^lich wird 

a cos(at>) = 0, 
Hieraus ergiebt sich 

und cos(a«) = 0, womit bewiesen ist, dass a auf v aeukreeht 
steht Man trage nun auf der Geraden OG vom Punkte 
aus eine Strecke auf, die dem Radiua der zweiten Krümmung 
f gleich und von gleichem Sinne mit ihm ist, und es sei ß 
die Geschwindigkeit des Endpunktes von r; dann ist die geo- 
metrische Derivirte dieser Strecke r^ ^ ß — a; also: 
ßiios(ßv) = r^ co3{riv), ß cos{^p) = r, cos(>-^p) + « cos («(»), 

ß cos (ßr) = rj cos (r^r) + « cos (ar). 
Die Formeln (6) §. 28. liefern aber 

r^co8^r^v) = ö, »"i cos(rjp) ^ — v, r^ cos{r^r) ^ ^; 
folghch wird: 

ß>^B(ßv) = 0, ^co8(^e) = -^ + |f, ^cos(^r) = är+.-^p. 
Uan sieht hieraus, dass die Geschwindigkeit ß nicht gleich 
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Null ist und dasa sie auf der ßichtuug von v senkrecht steht. 
Es sind also beide Geschwindigkeiten u und ß senkrecht zu v, 
und sie liegen daher in der Ebene MOC; folglich erzeugt die 
Gerade OC eine abwickelbare Fläche. 

Um auf dieser Geraden den der Gratlinie angehörigen 
Punkt C zu finden, muss man eine solche Strecke OG^u 
suchen, bei der die Geschwindigkeit ß des Endpunktes die 
Richtung von m hat 

Da M, ^ ^ — a und ß za q senkrecht sein muss, so ist 

M, COS («ip) = — « cos (ep), 
oder 

+ ©.. M = K cos (ßp), 
wo die Winkelderivirte von « bedeutet. Dieselbe ist aber 
die Winkelderivirte des Radius der zweiten Krümmung r; 
denn « ist parallel zu r; also ist @ ^ — . Nun ist nach 
Formel (1) a cosfap) =^ -tt; folglich ist, vorausgesetzt, dass q 
mit (, zugleich wächst*): 

hieraus folgt: 

Dies ist die Projection des Radius B der Schmiegungskugel 
auf die Pollinie, mit dem entgegen gesetzten Zeichen genommen; 
also befindet sich der Anfangspunkt des Radius R, d. h. der 
Mittelpunkt der Schmiegungskugel, im Endpunkte von u, d. h. 
auf der Gratlinie der Polfläche. Die Bedingung u^ ^ ß — a 
giebt noch: 

ß *ios(ßr) = J7 -\- ^ cos(o;r), 
oder 

•) Zur Vermeidung des doppelten Voraeiehena im Beanlfate wollen 
wir voraussetzen, dasa q zugleich mit l und mit dem vom Punkte m 
durchlaufenen Wege s wächst, was offenbar erlaubt ist, da die Bewegung- 
dieses Punktes auf der gegebenen Curve willkürlich ist. 
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Die Grösse ßdt ist das Differential des Weges a, den der 
Punkt C in der Zeit t auf der Gratlinie zurücklegt; also ist 

<i«-±[|,is+rf(r|«)]. 
Da R^ ^v ^ ß, so ist: 

^ ßcosiRß) = + ßcos(Er). 

Man sieht hieraus, dass, wenn ß ^ 0, ji ^^ und 7t = Const. 
ist. In diesem Falle geht die Gratlinie der Polfläche in 
einen Punkt über und die gegebene Curve ist eine sphärische. 
Doch genügt.die eine Bedingung, dass K ^ Const., nicht, damit 
die Curve eine sphärische ist; denn daiin ist zwar/3 cos{JB*')^0, 
aber es kann der Fall eintreten , daas ß nicht für jede 
Zeit t gleich Null ist, d. h. dass der Mittelpunkt der Sehmie- 
gungskugel keine constante Lage hat. In diesem Falle ist 
cos (Rr) = und dies erfordert, dass »■ j^ = ist. Dann be- 
findet sich der Mittelpunkt der Schmiegungskugel im Mittel- 
punkt der ersten Krümmung 0. Da r überhaupt nicht gleich 
Null sein bann (dies kann nur für singulare Punkte der Fall 
sein), so ist ^ ^ 0, d, h. der Radius der ersten Krümmung 
hat constante Länge; dabei ist, wie aus Gleichung (1) er- 
sichtlich, K cos{a0) ^ 0, d.h. die Pollinie berührt die Linie 
der Mittelpunkte; folglich ist diese Linie die Gratlinie der 
Polöäche. 

Wenn zugleich mit t^ ^ auch r = oo ist für jedes s, 
so ist die Curve ein Kreis vom Kadius (>; dann ist o: ^ 
und ^ = und daher ist die Gerade OC unbeweglich. Dabei 
nimmt der Ausdruck K* ^ p* -j- r^ {^-J eine unbestimmte 
Form an und der Radius R der Schmiegungskugel kann jeden 
beliebigen Werth haben. Ist jedoch bei r ^ oo die Derivirte 
^ nicht gleich Null, so ist die Polfläche eylinderisch und 
der Radius der Schmiegungskugel unendlich gross. 
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VI. Capitel. 

GeometriBche DiSerentiatioD iia«h TerBchiedenett Variablen. — Geo- 
metÖBChe Variationen. — Die geodätisohe Linie. — Die Bracfaigtochrone. 

Wenn die Gerade m von zwei von einander unabhängigen 
Variablen f und x derart abbängt, dass Grösse und Richtung 
von M sich zugleich mit t bei constantem x ändern können 
und ebenfalls zugleich mit x bei constantem t, so ist u eine 
geometriacbe Function der beiden Variablen t und x. Von 
einer solchen Function lassen sich geometrische Deriviri^ ver- 
schiedener Ordnungen bilden und zwar entweder nur nach t, 
oder nur nach x, oder nach beiden Variablen. 

Wir wollen nun mit U^Dt « die geometrische Derivirte 
im"' Ordnung nach x von der geometrischen Derivirten m*" 
Ordnung nach t der gegebenen Function u bezeichnen. Wenn 
die Function u für jeden Werth von t und x nur einen einzigen 
bestimmten geometrischen Werth hat, d. h, wenn die Function, 
wie man sagt, einweriJiig (monodrom) ist, so ändert die geo- 
metrische Derivirte ihren Werth nicht, wenn man die Reihen- 
folge der Differentiationen nach t und x ändert, d, h. es ist: 

Zum Beweise wollen wir annehmen, dass die Function 
OM = t( (Fig. 23) beim TJebergange von ( in ( -|- r das geo- 
Fig. M. metrische Increment MM' = ^lU erhält 

und beim TJebergange von a; in a: + a 
das Increment Mfi = A^ m. Die Strecke 
OM' ^ M + i^jM geht, wenn a: zu x -\- a 
wird, über in 

und infoige der Einwerthigkeit der 
Function M erhält 0(i denselben Werth, wenn t m i -\- % 
öbergeht; folglich ist; 
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Dazu ist aber erforderlich, dass: 

^,^^u =. ^^J,u. (1) 

Zieht man (iQ ^^ MM' und M'Q=My., so folgt: 

Auf Gruiid Ton §. 30. kanu man das Increment ^iH als 
geometrische Summe darstelleu: 

'diu = irD.M + 1^ 
WO |t* die geometrische Summe aller Glieder bezeichnet, die 
höhere Derivirte von « nach t enthalten. Geht a; in a; -f" "^ 
Aber, 80 erhält die geometrische Derivirte D|M das Increment 

aD^I},u + ^, 
und |t^ erhält das IncrAnent 

wo ija* alle Glieder mit Derivirten höherer Ordnung von 
Biu nach x enthält, und toa" alle Glieder mit Derivirten 
höherer Ordnung von | nach x; folglich ist; 



wo f eine geometrische Sifmme von Gliedern von der Form 
Ätt"!" ist, wenn »» + " > 2. 
Ebenso findet man 



i' dieselbe Form wie £ hat; folglieh liefert die Gleichung (1) 



xaD^B.u + £ = axDtB^u + b; 
daraus folgt, wenn man mit ccz dividirt und « = 0, t = 

setzt: 

In dieser Gleichung liegt aber der Beweis des obigen 
Satzes. Aus ihr ergiebt sich als Folgerung, dass allgemein 

Das totale Increment der Function u, das von dem gleich- 
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zeitigen Uebei^ng des a: in x -^ a und des t iu t -\- t her- 
rflhrt, ist 

MP^ '/l^u-\- ^i-\- J^J.u = 



dasselbe entspricht dem nach der Taylor^schen Formel in 
eine Reihe entwickelten Inerement einer analytischen Function 
Ton zwei Variablen. Bei unendlich kleinem a ist die Strecke 
aDiU das partielle geometrische Differential der Function « 
nach X, und bei unendlich kleinem % ist xDiti das partielle 
Differential von u nach t; ihre Summe 

dtt = aB:,u + tÄ« 
ist das totale geometrische Differential von m. Ueberhaupt 
kann man totales geometrisches Differential der n*™ Ordnung 
die Strecke 



tfu = wDlu + «K— 'TDr'Z>,»* + .■■ 4- '"A'm 
nennen. Mit einem Worte, alles was von der Differentiation 
der analytischen Functionen mehrerer Variablen gilt, lässt sich 
auch auf die geometrische Differentiation der geometrischen 
Functionen von mehreren Variablen ausdehnen. Man kann 
das Inerement MM' = ^,t( als, eine mit r zugleich ver- 
schwindende geometrische Function des Increments r der Va- 
riablen t betrachten. Die Derivirten D,u, D]u ... sind das- 
selbe wie 

D^^m, lf,J,u 

das heisst, sie sind die geometrischen Derivirten von MM' 
nach X, und tD,u ist das geometrische Differential von MM' 
nach T Kr t = 0. 

Da dieses Differential aus dem Ausdruck 

MM' =7D7ii-\-W 
durch Vernachlässigung der von höherer Ordnung unendlich 
kleinen Grösse It* hervorgeht, so kann man, bei den Beweisen 
der verschiedenen Sätze nach der Methode des Unendlich- 
Ideinen der grösseren Anschaulichkeit halber MM' für 
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zD,K =- tI),MM' aetzen, wobei in den Rechnungen die geo- 
metrische Differenz dieser Grössen vemachlässigt wird. Ebenso 
kann man bei unendlich kleinem a die Strecke Mii fDr aDxtt oder 
uDaMfi nehmen, indem man in den Rechnungen die geometri- 
sche Differenz dieser Grössen TemachläsBigt. Die geometrische 
Derivirte zweiter Ordnung aD,DxU = D,ttDaMii kann man 
mit Vernachlässigung unendHch kleiner Grossen höherer Ord- 
nung als die geometrische Derivirte D,M[i annehmen, welche 
die geometMsche Differenz der Geschwindigkeiten der Punkte 
p, nnd If ist. Ebenso kann man tD^DiU als die geometrische 
Derivirte D^MM' ansehen, welche die geometrische Differenz 
der Geschwindigkeiten der Punkte M' und M ist, wenn die 
Variable x als die Zeit betrachtet wird, 

37. Wählt man für My- eine beliebige geometrische Function 
s von zwei Variablen t und a {a nnd b als unendlich klein 
vorausgesetzt), und läsat man ihren Anfangspunkt M (Fig. 24) 
sich auf einer gegebenen Trajectorie AS bewegen, so beschreibt 
Hg. n. der Endpunkt ft dabei eine gewisse Trajectorie 
, Ä^, die sich von AB unendlich wenig unter- 
, scheidet, so dass für a = die Linie Ä^ in 
allen Punkten mit AB zusammenfällt; daher kann 
man Äff als eine Verschiebung der Linie AB betrachten, 
die durch Verschiebung jedes ihrer Punkte M ^an eine gewisse 
beliebige unendlich kleine Strecke s = M\i, entstanden ist 
Wir wollen s die Variationsverschiebung des Punktes M nennen, 
und die Linie j4'B' die Variationsverschidmng der Linie AB. 
Die geometrische "Differenz der Geschwindigkeiten der Be- 
wegungen von (i und M ist die geometrische Derivirte erster 
Ordnung der Verschiebung Mfi bezüglich t und wie im vorigen 
Paragraphen gesagt wurde, kann dieselbe als das geometrische 
Differential der Geschwindigkeit des Punktes M bezüglich o 
angesehen werden. Ebenso ist die geometrische Differenz der 
Beschleunigungen der (n — l)"" Ordnung bei der Bewegung 
der Punkte ;* und M die geometrische Derivirte der w'™ Ord- 
nung bezüglich t von der Verschiebung Mfi und kann als das 
geometrische Differential bezüglich a von der BeachleunigUDg 
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der (» — 1)*™ Ordnung bei der Bewegung des Punktes M an- 
gesehen werden. Wenn man also die geometrische Differen- 
tiation nach a durch das Zeichen 8 andeutet, so hat man: 



Das geometrische Differential nach a wollen wir geo- 
metrische Variatian nennen. Es ist also die geometrische De- 
rivirte n'"' Ordnung nach der Zeit f von der Variaticmsv^schidmng 
c gleich der geometrischen Variation der Beschleunigung (n — l)'"" 
Ordnung bei der Bewegung des Punktes M. Die Grössen: 

Sv = Bi COs(£,ij), dVi = 6^ C08(*äVi), ...dVs_i = £„ C08 (£„V„— i) 

sind die analytischen Variationen der Geschwindigkeit und der 
Beschleunigungen der Bewegung des Punktes M. Aus den Äus- 
fDhruugeu des vorhergehenden Paragraphen geht hervor, dass 

d. h. die geometrische Derivirte «''*■ Ordnung nach der Zeit von 
der geometrischen Variation m'^ Ordnung der Verseiti(i)ung e ^ 3f(t 
ist die geometrische Variation (m -[- l)""" Ordnung von der Be- 
schleunigtmg (« — 1)'^ Ordnung hei der Bewegung des Fwnhtes 
M. Hier bleibt die Zeit ( bei der Verschiebung von M nach 
(L constant, d. h. sie erleidet keine Variation. Man kann aber 
auch eine Variation s Verschiebung | ^t= Mv (Fig. 24) betrachten, 
bei der die Variable x constant bleibt, während t sich ändert 
Zwischen den Variationsverschiebungen % und £ existirt eine 
gewisse Abhängigkeit, die in folgendem besteht. • Wenn der 
Punkt f( in der Zeit t' nach v kommt und der Punkt J/ in 
derselben Zeit, auf der Linie AB fortschreitend, nach M' 
gelangt, so ist die Verschiebung Mv die geometrische Summe 
der Verschiebui^en Jlfff und MM'. Die Zeit t' ist eine Function 
der Variablen a und x und wird für a = zu i; vernach- 
lässigt man daher unendlich kleine Grössen von höherer 
Ordnung als a, so muss man t' — t ^ 8t und MM^ = v8t 
setzen; folglich ist: 

Ausser den hier dargelegten Analogien zwischen den geo- 
metrischen und analytischen Derivirten und Variationen giebt 
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es noch andere, die ich für Uberdüssig halte anzuführen. Zur 
weiteren Erläuterung der letzten Paragraphen sollen hier zwei 
Aufgaben aus der Variationsrechnung gelöst werden. 

38. Ihe geodätisdie lAnie. Stellen wir uns die Aufgabe, 
die Eigenschaften der kürzesten unter allen Linien zu finden, 
die man auf einer gegebenen Fläche (jS) zwischen zwei Punkten 
A und S ziehen kann. Nehmen wir an, der Punkt m betrege 
sich gleichförmig mit einer Geschwindigkeit v <= \ von Ä 
nach jB, so wird er die kürzeste Linie in der kürzesten Zeit 
durchlaufen; denn die Zeit t ist dann dem durchlaufenen W^e 
s gleich, Es sei AMB (Fig. 25) die kürzeste Linie und 
AfiB ihre Variations Verschiebung, so da.s&M{i die Verschiebung 
^ie. a. eines ihrer Punkte bei constantem ( ist. 

Dabei wollen wir annehmen, dass AfiB 
■* keine singulären Punkte besitzt und 
dass M(i im Punkte A gleich Null ist. Bezeichnen wir nun 
mit s die ganze Länge AMB und tragen wir auf der Linie 
AftB die Länge A(iB' = s auf. Der Übrige Theil BB' 
dieser Linie ist das Variationsincrement der Länge S und 
gleich 

Wegen der Bedingung, dass die Länge s ein Minimum 
sein soll, muss ihre erste Variation Ss gleich Null sein, und es 
ist daher BB' eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung 
bezüglich der Veränderlichen a, von der die Verschiebung f ab- 
hängt. Und da man BS' als Variatioos Verschiebung des 
Punktes B ansehen kann und Ss das geometrische Differential 
von s nach a ist, so ist e im Punkte B gleich Ss und folglich 
gleich Null. Nach der Formel für die Differentiation eines 
geometrischen Productes hat man: 

_ ^-v + iJ, 

wo «1 = Sv und Cjcos (e,v) = Sv ist. Da sowohl die Ge- 
schwindigkeit der Bewegung des Punktes fi, als auch die des 
Punktes M gleich 1 ist, so verändert die Geschwindigkeit v 
durch die Verschiebung Mfi ihre Grösse nicht; folglich ist 
dv = und s^v = väv = 0; daher wird 
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wenn mau s = t setzt Nimmt man hiervon das Integral von 
bis s, 80 folgt 



vs = I v^t coa(w,£) ds, 



wo v£ die Differenz der Werthe dea geometrischen Productes 

veco8{v£') in den Funkten B und A bedeutet. Dieselbe ist 
gleich Null, weil für diese Punkte f ^ ist; folglich hat man: 



f- 



cos (v, B)ds = (2) 



Dies erfordert aber, dass 

v^t cos(v,fi) = (3) 

sei für jeden Punkt M der Linie AB. Wäre nämhch diese 
Bedingung nicht erfüllt, so wären nicht alle Elemente des 
Integrals (2) gleich Null, und in diesem Falle könnte man £ 
oder die Linie AfiB so wählen, dass alle diese Elemente das- 
selbe Zeichen hätten; dann könnte aber die Gleichung (3) 
nicht bestehen. Die Gleichung (3) zeigt, dass v, auf t senk- 
recht stehen muss; v^ ist aber auch senkrecht zur Tangente 
der Linie AMB im Punkte M, weil die Componente von v^ 

auf dieser Tangente, d. h. ^r , als Derivirte der constanten 

Grösse v ^ \, gleich Null ist; folglich ist v^ senkrecht auf 
zwei Geraden, welche die Fläche (S), auf der die Linie AB 
liegt, im Punkte M berühren ; daher ist v^ normal zu dieser 
Fläche. 

Die Richtung von v, ist zugleich die Richtung des Radius 
Q der ersten Krümmung der Curve AMB im Punkte M; 
also Aa* die hür Beste Linie AMB die Eigmschaß, dass in jedem 
ihrer Funkte der Badius q der ersten Krümmung zu der Fläche, 
auf der diese Linie liegt, normal ist. Man nennt überhaupt 
jede Linie, die diese Eigenschaft hat, eine geodätische Linie; 
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die kürzeste Linie zwischen mtiei g^dtenen Pmkieii auf einer 
Fläche ist also die geodätische. 

Doch ist nicht jede geodätische Linie die kürzeste zirischeu 
zweien ihrer Punkte. £b kann vorkommen, dass die geodätische 
Linie ^nger ist als die benachbarten, durch zwei ihrer Punkte 
A und B gelegten anderen Linien, oder dass sie zwar kürzer 
ist als einige, aber länger als andere und einigen gleich. Wenn 
nämlich der ßadiua f/ der ersten Krümmung in jedem Punkte 
M der Linie ÄMB zu der Fläche (S) normal ist und wenn 
diese Linie die Bahn eines mit der Geschwindigkeit v = 1 
fortschreitenden Punktes ist, so ist die Beschlennigung Vj 
normal zur Fläche (S) und daher senkrecht zu jeder Yariations- 
yerschiebung a; folglich ist ViCos(v,fi) = 0; dadurch erhält 

mau aus Gleichung (1) -^ = "und uc = ; setzt man 

also e = im Punkte A, so ist im Punkte B gleichfalls ^ ■- 0; 
in diesem Falle ist aber die^Differenz 

BB' = AnB — AMB = 6s + ^d's + ... 
eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung bezüglich a; 
dazu ist erforderlich, dass Ss =^ sei, und dann hängt das 
Zeichen von BB' von dem Zeichen der ersten nicht ver- 
schwindenden unter den Variationen d^s, S^s, ... ab. Ist 
diese Variation von gerader Ordnung, so hat BB' das Zeichen 
+ oder — für alle VariationsTerschiebungen AfiB; ist da- 
gegen die erste nicht zu Null werdende von den Variationen 
S*Sj S^s, ... Ton ungerader Ordnung, so ist BB für einige 
VariationsTerschiebui^en positiv, für andere negativ und kann 
für einige Yerschieboi^en zu Null werden. Die geodätische 
Linie AB auf der Sugelfläcl)e ist ein Bogen eines grössten 
Kreises und wird nur dann zur kürzesten Linie, wenn AB 
< 180" ist.*) 



*) Jacobi hat gezeigt, dass es fäi die Länge der geodätUohen Linie 
eine Grenze geben kaim, Qber welche hicaua dieselbe die Eigenschaft 
einee Minimnma vetliert, nätnliob wenn alle von demBolhen Punkte aas- 
gebenden geod&tisohen Linien eine Enveloppe haben; dann bewahrt die 
geodätiKhe Linie nor bis znm Berührangeponkte mit dieser Enveloppe 
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39. Auf Grund der Eigeuscliaft, das der Radius der ersten 
Krümmung der geodätisciien Linie zu der Fläche, auf der sie 
gezogen ist, normal ist, kann man ihre Gleichung finden; 
wir werden später eine allgemeine Methode dafür zeigen; 
jetzt wollen wir uns darauf beschränken, die geodätische Linie 
auf einer Kotationafiäche zu bestimmen. Es sei (Fig. 26) 
PO die Rotationsaxe der Fläche, DM der durch einen be- 
liebigen Punkt M der geodätischen Linie 
AB hindurchgehende Meridian, ME der 
durch denselben Punkt gehende Parallel- 
kreis, CM der Radius dieses Kreises, 
QU eine beliebige zur Axe OP senkrechte 
Ebene, ihr Durchschnitt mit dieser 
Axe, A'j M und Ä'S" die Projectionen 
' der Punkte A, M und der geodätischen 
Linie AB auf diese Ebene; endlich sei 
OM' = r und ÄOM = <p. Die Normale 
/ff y im Punkt^gflf der Rotation söäche liegt 

bekanntHch in der Meridianebene I>M\ 
daher befindet sich auch der Radius der ersten Krümmung 
der geodätischen Linie in dieser Ebene; folglich fällt seine 
Projection in den Radiusrector MO. Die Projection der Be- 
schleunigung v^ (bei der Bewegung des Punktes M auf der 
geodätischen Linie mit der Geschwindigkeit « = 1) fällt auch 
mit M'O zusammen und repräsentirt die Beschleunigung erster 
Ordnung bei der Bewegung des Punktes M' auf der Curve 
A'B".*) In §. 22. haben wir gesehen, dass, wenn die Be- 




die Eigenschaft dea Minimnma und verliert dieselbe weiterhin. Eine 
aolohe Grenze kann nnr auf einer oonveiconveien Fläche, wie z. B. anf 
dem Ellipsoid, in jedem Fnnkt« exiatiten. Die abwickelbaren nnd die 
concBTOonToxen Flächen haben keine solche Grenze. VorleBungen über 
Dynamik S. 46. Jonmal von Grelle. T. 17. MßcaniiiHe analjtiqne. Paria 
1855. T. 2. Note VI. 

*) Die geometrische Differenz der Beschleim^ungen erster Ordnung 
der Packte M nnd M' ist die geometrische Derivirte zweiter Ordnung 
dea projicirenden Perpendikels M'M. Und da sich die Richtang dieaea 
Perpendikels nicht Ändert, ao haben alle seine geometrischen Derivirten 
die Richtung der Geraden M'M, nnd daher sind ihre Projectionen auf 
die Ebene QB gleich Null; folglich ist die geometriache Differenz der 
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sehlevuiigung erster Ordnung die Richtung des von einem 
festen Punkte nach einem beweglichen gezogenen Kadiusvectors 
bat, die von diesem Radiusvector beschriebene Fläche der Zeit 
der Bewegung proportional ist; folglich ist die Sectorenfläche 
Ä'OM' der Zeit t oder (da ( ^ s ist) der Strecke AM^s 
proportional. Bezeichnet man mit c das constante Yerhältmes 
der Sectorenääche zu dem entsprechenden Bogen, so ist: 

^rMy =cds. (1) 

Wählt man ferner zur Bestimmung der Iiage des Punktes 
M auf der Rotationsfläche die Folarcoordinaten r, ip und das 
projicirende Perpendikel M'M = g , so hat man aus der 
Gleichung der Fläche 

>~f(r). 

Das BogendifTerential ds der geodätischen Linie lässt sich 
zerlegen in das Differential rdtp des Bogeus des Parallel- 
kreises ME und in das DÜFerential des Bogens des Meridians 
y dr^ + de'' = ■]/ 1 + [/" (r)]*, dr, und da diese Gomponenten 
auf einander senkrecht sind, so ist 



folglich geht die Gleichui^ (1) über in: 

fd,,' - 4«' (r'd^' + { 1 + irirW] dr-); 
daraus ergebt sich 



dip =,+ 



2c y 1 + [rw]' - dr 



rV^-- 



'4- 



yi + [f'wi'.ii'- 



(2) 



WO Tg = OÄ ist und wo man das Zeichen + oder — nehmen 

muss, je nachdem y bei wachsendem r wächst oder abnimmt. 

Dies ist die Gleichung des Cyliuders, der die geodätische 

Linie auf. die Ebene Qi£ projicirt; in Verbindung mit der 



Frojeotionen der BeBchleunigtmgen der Funkte M und Jf ' auf die Ebene 
Qi2 gleich Null, d. b. die Projectioti der Beschleanigang v, ist gleich 
der BeBchleQnignng des Funktet) üf' . 
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Gleichung der Botationsääche s = fix) stellt die Gleichung (2) 
die geodätische Linie selbst dar. Die Länge AM der geo- 
dätischea Linie ist durch das Integral ausgedrückt: 

B-+ Ai^T+za ^. (3) 

Der Winkel a, welchen die Tangente der geodätischen 
Linie A3 im Punkte M mit der Tangente des Meridians PD 
in demselben Punkte bildet, nennt man das Anvmt}i, der geo- 
(JßüscÄe» Ü«je im Punkte M. Da 

rd<p = sin« . ds, 
so hat man nach Gleichung (1) 



d. h. das Ajiimuth ist dem Hadius des entsprechenden ParaUel- 
Jcreises umgekehrt proportional. Diese Eigenschaft der geodätischen 
Linie hat Clairaut*) gefunden. Wir empfehlen die Formeln 
(2) und (3) auf den geraden Kegel, dss Rotationsellipsoid und 
die Ringfläche anzuwenden. 

40. Die geodätische Linie auf einer abwickelbaren Fläche 
verwandelt sich in eine Gerade, wenn man die Fläche in eine 
Ebene ausbreitet; denn jede auf einer solchen Fläche gezogene 
Curve ändert bei der Abwickelung ihre Länge nicht, und es 
ist daher diejenige Curve, die sich bei der Abwickelung in 
eine Gerade verwandelt, die kürzeste Linie zwischen irgend 
zwei Punkten der FUche. 

Wir haben im §. 29. gesehen, dass das rechtwinklige 
Axensystem, welches von der Tangente und den beiden Haupt- 
normalen in einem beliebigen Punkte M der gegebenen Curve 
gebildet wird, eine Momentanaxe der Rotation hat, die man 
die rectifidrende Gerade nennt und welche in der durch die 
Tangente und die zweite Hauptnormale gehenden Ebene liegt. 
Bei der Bewegung des Punktes M auf der gegebenen Curve er- 
zeugt die rectiäcirende Gerade eine geradlinige Fläche; dieselbe 
ist immer abwickelbar; denn die Geschwindigkeit v des Punktes 

*} Mömoires de l'Acadämie des Sciences de Farie, 1733. 
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Muad die Geschwindigkeit des Endpunktes einer der Rotations- 
winkelgeschwindigkeit cj^w/t -( — ip gleichen und auf der 

rectificirenden Geraden von M aus abgetragenen Strecke liegen 
in derselben Ebene. Dies lässt sich leicht auf folgende Art 
beweisen. Die geometrische Differenz dieser GeBchwindigkeit«n 
ist die geometrische Derivirte tu, der Strecke o, und nach 
der zweiten Formel unter (6) §. 28. ist die Ptojection Ton o^ 
auf Q gleich Null; folglich liegt ra^ in der Ebene der Geraden 
V und r. Daher liegt die Geschwindigkeit des Endpunktes 
Ton Ol, weil sie aus ra, und einer Geschwindigkeit gleich v 
zusammengesetzt ist, in derselben Ebene, wie die Geschwindig- 
keit V und die Gerade et. Die rectificirende Gerade erzeugt 
also eine abwickelbare Fläche; diese Fläche umhQllt alle Lagen 
derjenigen Ebene, in welcher die Tangente und die zweite Haupt- 
normale liegen und die mau die rectificirende Ebene nennt. Die 
gegebene Gurre ist eine geodätische Linie auf dieser Fläche; 
denn ihr Badius der ersten Krümmung p bleibt normal zu 
der Fläche.. Es im^andelt sich also jede Curve bei der Ab- 
uHckeltmg der Enveh^e ihrer r&iUficirenden Ebene in eine gerade 
länie. Betrachtet man die Gurre als ein aus unendlich kleinen 
Seiten bestehendes Polygon, so kann man s^en, dasa durch 
eine Kotation um die rectiäcirende Gerade a zwei Seiten dieses 
Polygons in eine gerade länie ausgestreckt werden; durch 
successive Rotationen um die Geraden i» wird also die 
ganze Gurre rectificiri Daher kommt denn auch der Name 
jener Geraden ca. 

41. Die geodätische Linie auf einer krummen Fläche 
bietet in vielen Beziehungen Analogien mit der geraden Linie 
in der Ebene dar; und die eine andere Curve auf derselben 
Fläche berührenden geodätischen Linien haben Aehnlichkeit 
mit den geradlinigen Tangenten an eine ebene Curve. Diese 
Aehnlichkeit führt auf den Begriff der geodätischen Erünunung 
der gegebenen Curve. 

Es sei (Fig. 27) AB eine nicht geodätische, CD eine 
geodätische Curve, welche die erstere im Punkte M berührt. 
Der Winkel, den die Tangenten dieser Ourven in den dem 
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Punkte M unendlich nahen Punkten M' und M^ mit einander 
einschliessen, entspricht dem Contingenzwinkel einer ebenen 
Curve, d. h, er würde der Contingenz- 
ffinkel sein, wenn AB eine ebene 
Curve und CD eine Gerade wären. 
Dieser Winkel heisst der geodätische 
ConUngenemnkel; in seinem Ausdruck 
remachlässigt man unendlich kleine 
Grössen höherer Ordnung.*) 
Das Verhältniss des geodätischen Contingenzwinkels zum 
Bogendifferential der Curve AB heiast die geodätische Krüm- 
mung und das reciproke Verhältniss der Radius der geodätischen 
Krümmufy. Es ist leicht, einen Ausdruck fBr diese Erümmung 
zu findeiL 

Man ziehe zu diesem Zwecke im Funkte M eine beliebige 
Tangente Mx an die Fläche (S), auf der die Curven AB und 
CD liegen; es sei dann mit x eine der Einheit gleiche, auf dieser 
Geraden Mx abgetragene Strecke, mit x, die geometrische 
Derivirte von x und mit <p der Winkel bezeichnet, welchen 
die Richtung von x mit der Tangente der Curve AB im 
Punkte M oder mit der Richtui^ der Geschwindigkeit v einer 
beliebigen Bewegung des Punktes M auf AB bildet Nach 
der Formel (d) §. 24. fQr die Differentiation der Projectionen 
hat man 



oder 



,s(^,^)=. 



-cos(ea;) = - 



dt 



- XiV co8{«a:,) 



-,in»^- 



XiSmip, 



(a) 



w^nn man v ^ 1 setzt und mit ^ den Radius der ersten 
Ejrümmung der Curve AB bezeichnet. Bedeutet ferner p' den 
Radius der ersten Krümmung der geodätischen Curve CD 

*) Wenn man die Curven AB lud CD als Poljgone von anendlich 
kleinen Seiten betrachtet, so kann man sngen, dasa beide Curven eine 
gemeioaame Seite jlf?r haben und daas die anf diese folgenden Seiten 
NM' und NMi divergiren und den onendlich kleinen Winkel M'NJd 
bilden, den man als geodätiBchen Oontingeuzwinkel anaeben kann. 
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und d'<p den eutsprecheaden Wertli von äq?, so erhält man 
aos deraelbea Formel 

-r COS {^'x) = — sin <p -~ — «1 sin 91 ; 

bei der geodätischen Linie ist aher die Richtung von g' immer 
Dormal zur Fläche (S), also senkrecht auf x; daher ist: 

= — sin 9? -~ Xi sm <p. 

Dabei hat a^ denselben Werth sowohl für die Curve AB 
als auch für CD.*) 

Subtrabirt man diese Gleichung von der Gleichung (a), 
ao folgt: 

1 / , d (p — dw ■ 

- cos ((fx) = ^^^ sin <p. 

Nimmt man nun für x die zu der gemeinsamen Tangente 

der Curven AB und CD im Punkte M senkrechte Richtung, 

90 ist sin 9> ■« 1 und 

1 , , d'tp — d<p 
— cos (pa;) = — ~ ^ . 

Eier ist +{<^V — ^9) offenbar dasselbe, was wir den 

geodätischen Contingenzwinkel nannten und + . — - ist 

also die geodätische Krümmung. Das reciproke Yerbältniss 

ist der Radios der geodätischen Krümmung, den wir mit g 

bezeichnen wollen. Trägt man die Länge g vom Punkt« M 

aus in der Richtung von x oder in der entgegengesetzten auf, 

*) Davon kann man üoh folgendermasBen überzengen. Angenommen, 
Mz berühre eine gewisse Cnrve, die eich anf der F15.che'(S) bewegt nnd 
zur Zelt t -\- dt die Curven AB imd CD in den Punkten M nnd M, 
sclmeidet. Femer sei Mx eine Parallele zn der Richtung, welche Mx 
annimmt, wenn M nach M' gelangt, und Mx" eine Parallele zu der 
Richtung, die Mx beim üebe^ange dea Ponktea M in M, annimmt. 
Die Winkel xMx' und xMx" sind von derselben, der Winkel sc' Mx" 
aber von höherer Ordnung unendlich klein; denn der letztere ist gleich 
dem Winkel der in den Packten M' nnd Jlf, an den Bogen M' M, ge- 
legten Tangenten; jener Bogen M' M^ aber ist unendlich klein von der 
iweiten Ordnung; folglich iat die Differenz der Winkel xMx' nnd xMx" 
ebenfalls von höherer Ordnung nnd ihre Verhältnisse zu dt haben daher 
diwelb« Grenze a^. 
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je nachdem d'q) — dtp positiv oder negativ ist, bo hat man 
jedenfalls 

- cos (og) ^~ , 
folglich 

gcoa(Qg) = Q, 

d. h. (fer Sadins der ^slen Krümmung jeder belidtigen auf ä^ner 
g^ebenen Fläche (8) va-zeichneten Curve ist die ProjecHon des 
Badius der geodätischen Krümmung auf die erste Hat^tnormale, 
wenn man dessen Länge auf der in die Tangentenebene der 
Fläche (S) fallenden Normale der Ctirve außrägt. 

Mit Hilfe dieses Satzes lässt sich g bestimmen, wenn q be- 
kannt ist. Zu diesem Zwecke errichtet man im Mittelpunkte 
der ersten Eiümmung ein Perpendikel auf der Ebene der ersten 
Krümmung und bestimmt dessen Schnittpunkt mit der Tan- 
gentenebene der Fläche (S) im Punkte M. Diesen Schnitt- 
punkt kann man den Mittelpunkt der geodätischen Krümmung 
nennen und sein Abstand vom Punkte M ist der Badius der 
geodätischen Krilmnmng 

Aehnlich, wie für die Gerade der Er&nmnhgradius un- 
endlich gross ist, wird fOr die geodätische Linie der Radius 
der geodätischen Krümmung g unendlich ; denn es wird 
d'-q)' — d^ ^ 0. 

43. Wir wollen nun noch eine höchst wichtige, von Gauss 
gefundene Eigenschaft der geodätischen Linien beweisen. Legt 
man nämlich durch die Funkte einer beliebigen auf einer Fläche 
(S) lifyenden Ourve (C) normal m dieser geodäUsche Linien, 
oder zieht man von einem beliebigen auf der Flät^ (S) ge- 
legen^i PavMe A nach den Punkten der Curve (C) geodätische 
Linien und macht man dieselben sammtlich gleich lang, so liegen 
ihre Kndpunkk auf der orthogonalen Tr(0ectorie des Systems 
der geodätischen Lini&i. 

Zum Beweise dieses Satzes wollen wir annehmen, AB 

und A'ff (Fig. 28) seien zwei unendlich nahe, gleich lange 

«8*». geodätische Linien, die durch 

~j^__\ . die Punkte A und A' der Curve 

I* '^^^^li — T» f*^ normal zu dieser gezogen 

"^ ~ sind und betrachten sie als 



izecyGoegle 



Bahneo der Funkte Jlf und fi, die sich gleichfdnnig mit der 
Geschwindigkeit v ^ 1 fortbewegen. Man kann dann Mfi = e 
als Variationsverscliiebung des Pimktas M ansehen und die 
Formel (1) §. 38. auf diesen Punkt anwenden; dieselbe giebt: 

^-Oi»ier '""^'"" -0. 
Dies erfordert, dass tcoa(£v) einer constaaten Grosse 
gleich sei. Diese Constante ist aber gleich Null; denn im 
Punkte A hat man e cos(£v) ^ AA' cos{A'AM). Ist nun das 
System der geodätischen Linien zu einer Curve (ß) normal, 
so ist der Winkel A'AM ein Rechter; gehen dagegen die 
geodätischen Linien von einem festen Punkte Ä aus, so ist 
AA = 0. Man hat also für jedes t oder s ^ AM die Relation 
cos (£v) =3 0, d. h. die Richtung von £ ist normal zu AB im 
Punkte M und folglich auch im Punkte S; daher ist die durch 
alle Punkte S hindurchgehende Curve in diesen Punkten normal 
zu den geodätischen Linien AB. 

In dem Abschnitt über die krummlinigen Coordinaten auf 
einer gegebenen Fläche werden wir auf die geodätische Linie 
zurückkommen and eine Anwendung des eben bewiesenen 
Satzes zeigen. 

43. Die Brackistockrone. Als zweite Anwendung der 
Variationsrechnung wollen wir die folgende Aufgabe lösen. 

Es sei M(xy) ein auf ein rechtwinkliges Axensystem Ox, 
Oy bezogener Punkt^ der sich in der Ebene dieser Axen der- 
art bewegt, dass für jede seiner Trajectorien die Geschwindig- 
keit V der Bewegung eine gegebene Function F(x) der Ahscisse 
ist Es fragt sich, auf welcher Curve der Punkt sidt von A 
nach B bewegen muss, um den Weg AB in der Mrzesten Zeit 
zu heschreiben. Die Curve, welche diese Eigenschaft hat, heisst 
Sraekistochrone. 

Angenommen, AMB (Fig. 29) sei die gesuchte Brachi- 
Fig. 83. stochrone und ÄfiB ihre Variationsver- 

schiebung; dabei sei M(i die Variations- 
* verschiebui^, die der Punkt M erleidet, 
wenn sich nur die Ordinate y ändert, d. h. 
wenn x constant bleibt; es ist also 
~~X Mfi ^ Sy. Diese Verschiebung ist eine 
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geometrische FimctioQ der Yariablea x, und diese Ftmction 
behält ihre zu Oy parallele Kichtang bei; daher ist ihre geo- 
metrische Derivirte nach x gleich -j^\ sie ist aber nach §. 37. 
geometrisch gleich der geometrischen Variation detGeschwiudig- 
keit -^ , mit der sich der Punkt M auf AB bewegt, wenn 
die Zeit der Bewegung gleich x ist; folglich ist die Frojection 
von -j-^ auf daa auf der Tangente der Curve AMB in M 
aufgetragene Element ds gleich S-^. Da der Cosinus des 
Winkels dieser Tangente mit der Axe Oy gleich -^ ist, so 

hat man 

ddy dy . ds 

dx dB dx ' 

Die Zeit ( ist eine gewisse Function von x, und daher ist 

T- = f ■ j-, wo nach der Bedingung des Problems v = F(x) 

ist; also hat man 

und 

däy dy „, ■, d8t 

dx ' ds •■ -' ' dx^ 

daraus folgt 

dat , 
-j— • dx ■■ 

Nimmt mau das Integral dieses Ausdrucks zwischen den 
Grenzen a und 6, welches die Werthe von x in den Punkten 
A und B sind, so ei^ebt sich 

wo die Differenz der Werthe bezeichnet, welche die Function 
=j— ^ ßy durch Substitution von h und a für a; annimmt. 
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Diese Werthe sind aber gleich 0; denn für a; = a und x = b 
viii Sy ^ 0. Man hat demnach: 

Wegen der Bedingung, dass für die Bahn AMB die Zeit t 
ein Minimum ist, muse St = (i sein und folglich ist: 

Dies erforden;, dass 

für jeden Werth von x zwischen o und 6.*) Durch Integration 
dieser Gleichung ergiebt sich 

wo c eine Constante ist. Die Gleichung (5) drückt eine be- 
merkenawerthe Eigeaschaft der Brachistochrone aus, dass nämlich 
ÄJS Verhmtmss der Geschmndigfceit der Bewegung «iw» Cosinus 
des vm ihr mit der Axe Oy gebadeten Wifütels constant ist. 
Die Gleichung lässt sich in folgender Fc^m daratellen: 




und biermit erhält man als Gleichung der Brachistochrone 

*) Wenn nämlich d ( -^^. ■ -i^) nicht für jeden Warth Ton x 
\t{x) dg/ 

iwianhea a und b gleich Null wäre, ao könnte die Gleichung (3) nicht 

b*i jeder Variation dy beetehen; denn man kann dann eine CorTe AjiB 

>i> riehen, dass 9y fflr jedes x daseelbe Zeichen wie d ( p-r- ■ -^ j 

hat; dadurch werden die Elemente des Integrals sämmtUch positiv und 
»ein Werlh kann daher nicht gleich Nnll sein. 
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^ — + a', (6) 



worin a die Ordinate des Punktes A ist. 

Nehmen wir nun an, daas bei allen Bewegui^en des 
Punktes auf verschiedenen Curven zwischen A und B die Be- 
schleunigung erster Ordnung «,, wenn man sie in eine znt 
Bahn senkrecht« und eine der Axe Ox parallele Componeute 
zerlegt, für .diese letztere den constanten Werth g liefert.*) 
In diesem Falle ist die Projection der Beschleunigung auf die 
Tangente : * * 

de dx 

dt "" ^ ■ ds ' 

daraus ergiebt sich vdv^gdx und v^^2g(x — d) ~\- Vg*, 
wo Vq die Geschwindigkeit im Punkt« A ist. Angenommen, 
diese Geschwindigkeit Bei gleich Null; dann- ist w* = 2;? (a; — o) 
und F{x) = y2g (x — a). Nach Formel (6) ergiebt sieh da- 
her als Gleichung der Brachistochrone in diesem Falle 



••/. 



ysT^ 



wo o' die Ordinate Hes Punktes A ist, oder 



'=/>^ 



r,+ «'. 



wo 2r =: 2^ ist. Führt man die Integration aus, so findet man: 

y = r arccoB \~~^^ — /i^ — (r — a; + «)* + o'. (7) - 

Dies ist die Gleichung einer Cykloide. Um dies besser sehen 
zu können, verlegen wir den Coordinatenanfaug nach A, be- 
zeichnen die neuen Coordinaten mit ^ und ti und setzen 



*) Diese EigeuBchait bat die Bewegung eiuee Paukte» auf einer Curve 
infolge der Wirkung der Schwere, wenn keine Reibung stattfindet 
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arccos (- "^ -] = ra; dann erhält man statt Gleichung (6) 

die zwei Gleichungen: 

S = r (1 — C09 &), f] ■■= r {a> — sin o), 
welche, wie bekannt, eine Cykloide darstellen, die durch das 
KoUen eines Kreises vom Radius r auf der Axe Xij erzeugt 
wird und im Punkte A beginnt. Der Kadiua r bestimmt sich 
aus der Bedingung, dass die Ojkloide durch einen gegebenen 
Punkt S hindurchgehen soll. Bezeichnet man mit 6 und b' 
die Coordinaten dieses Punktes in Bezug auf die ursprüng- 
lichen Axen, so erhält man die tranacendente Gleichung 



von r, 

in der der Punkt den Weg ÄS du 
lurch die Formel: 

/h= fvi + ' j'^'^ ^ f _^ ^ _ 



zur Berechnung von r. 

Die Zeit t, in der der Punkt den Weg ÄS durchläuft, 
bestimmt sich durch die Formel: 



für den vorliegenden speciellen Fall ist F{x) = y2g {x — a), 
also 

Diese Zeit ist immer ein Minimum, weil die Variation zweiter 
Ordnung d*t, wie leicht zn sehen, immer positiv ist. Aus 
Formel (1) folgt nämlich 

wo der vom Integralzeichen freie Theil gleich Null ist; denn 
^y = und d*y = iüi x = a und a; = & in Fo^e der ' 
Un?er5nderlichkeit der Lage der Punkte Ä und B. Der unier 
dem Integralzeichen befindliche Ausdruck läsat sich auf den 
folgenden rediiciren 

Somoff, Hecluuiik. I, 7 
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wo das zweite Glied in Folge der Gleichung (4) verschwindet 
und das erste imter der Form dai^estellt werden bann 

dd(r^, ■ ,. t \Sy, was gleich d('- ^ -^Sy ist: 

folglich wird: 

SH =~ Cd ( ^?^ r\Sy. 

Integrirt man durch Theile und beachtet, dass der auf 
die Grenzen dee Integrals bezügUcbe Tbeil verschwindet, so 
folgt endlich: 

Alle Elemente dieses Integrals sind positiv, und daher 
ist J*i>0, folghch hat t ein Minimum.*) 



Vn. Oapitel. 

FnnctiDn eines Punktog. — NiTean. — Allgemeine Coordiasteninethode. 
— Differeotialparameter erster Orduimg. — Die wichtigsten Coordinateo- 

systeme. 

44. Wenn eine Grösse V von dem in einem gewissen 
Räume (Ä) angenommenen Punkte m derart abhangt, d^s sie 
fOr jede Lage von m .in jenem Kaume einen oder mehrere 
bestimmte Werthe hat, die sich nur durch die Bewegung des 
Punktes m ändern können, so heisst sie eine Function des 
Punktes «i, was wir allgemein durch V = f(tn) bezeichnen 
wollen. 

Lehrsatz. Wenn V fflr jede Li^e des Punktes m in einem 
ßaume von drei Dimensionen {A) nur einen einsigen reellen 
Werth hat, der weder zu Null wird, noch auch ein Maximum 
oder Minimum bezfiglich der "den Nachbarpunkt«n von m 
entsprechenden Werthe ist, eo geht durch jeden Punkt M 



*) Der Beweis dieaee Satzes ist bei Uoigno, Lefons de calcnl diff. 
et int., T. 4: Calool des variations, pag. 230 zu finden. 
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des Raumes (A) eine Fläche Ton der Eigenscbaft, liasa V 
far jeden ihrer Punkte denselben Werth hat. 

Beweis. Gesetzt, V habe im Punkte M (Fig. 30) den 
W^erth c. Da c kein absolutes Maximum oder Minimum ist, 
Fifl so ^° kann man in der ^ähe von itf zwei Punkte 

A und B so wählen, dass einer der beiden 
Werthe f{Ä) und f{B) kleiner, der andere 
grösser als c ist und dass bei der Bewegung 
des Punktes m von Ä nach B auf einer ge- 
wissen durch M gehenden Linie AB die 
Function V entweder fortwährend wäehst oder fortwährend 
abnimmt. Es sei f{Ä) < c < f(,B). Verschiebt man nun die 
Linie AB nach A'B" um so wenig, dass die Differenz zwischen 
f{A') und f{A) kleiner als c — f{A) und die Differenz zwischen 
f{B') and f{B) kleiner als f{B) — c ist, so hat man 
/"(J.') <! c </"{£'); bei der Bewegung des Punktes m von A' 
nach ^ geht daher die Function f{m) von einem Werthe, 
der kleiner als c ist, in einen Werth, der grösser als c ist. 
Ober und muss daher in einem gewissen Funkte JlT der Linie 
AB einen dem c gleichen Werth haben. Wenn sich also 
AB Gontinuirlich bewegt, so giebt es in jeder seiner L^en 
auf ihm einen Punk{, in dem V =c ist. Daraus ist ersicht- 
lich, dass, während AB durch seine Bewegung eine Fläche 
erzeugt^ der Punkt M dabei auf dieser Fläche eine Linie ver- 
zeichnet, die die Eigenschaft hat^ dass in allen ihren Punkten 
F=cist. Bei der Bewegung dieser Fläche erzeugt aber 
die vom Punkt« M beschriebene Linie eine Fläche, die die 
Eigenschaft hat, dass in jedem ihrer Punkte F=c ist. 

Die Fläche, welche alle Punkte enthält, für die die Function 
F einen und denselben Werth hat, nennt man die Niveauflache 
oder das Niveau. Wir werden die einem gegebenen Werthe 
von V entsprechende Niveaufläche mit (V) bezeichnen. 

Als Beispiele von Punktfunctionen können dienen: 1) eine 
gerade Strecke mA, die vom Punkte m parallel mit einer ge- 
gebenen Geraden l gezogen wird; 2) der Abstand des Punktes 
m von einem gegebenen Funkte 0; 3) der Winkel mOx, den 
die Gerade Om mit einer gegebenen Geraden Ox bildet; 4) 
der Flächenwinkel, den die Ebene mOx mit einer gegebenen 
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durch die Gerade Ox gehenden Ebene P bildet. Im ersten 
Falle ist das Niveau eine der Ebene P parallele Ebene; im 
zweiten eine Kugelfläche vom Mittelpunkte und vom Radius 
Om; im dritten eine Kegelääche, die durch Rotation des 
Winkels mOx nm Ox als Axe entsteht; im vierten endlich 
die Ebene mOx. 

46. Die veränderliche Grösse V kann Function eines 
Punktes m sein, der der Bedingung unterworfen ist, auf einer 
gegebenen Fläche (S) zu bleiben. Wenn hierbei V nur je 
dnen endlichen Werth für jede L^e des Punktes m auf der 
ganzen Ausdehnung der Fläche iß) oder auch nur in eiQem 
gewissen Theile derselben hat, so kann man durch jeden Punkt 
M der Fläche, resp. des betreffenden Theilee derselben eine 
Linie von der Eigenschaft ziehen, dasa V für jeden ihrer 
Punkte denselben Werth hat. Eine Linie aber von der Eigen- 
schaft, dass für jeden ihrer Punkte V einen und denselben 
Werth hat, nennt man eine Niveavlinie auf der Fläche (S). 
Wir vrerden sie mit (F) bezeichnen. 

Wenn V Function eines Punktes m in einem Räume von 
drei Dimensionen ist, durch welchen die Fläche (S) geht, so 
ist der Schnitt der Niveaufläche {V) mit der Fläche (S) eine 
Niveaulinie (F) auf (S). Als Beispiele von Punktfunctionen 
in der Ebene können dienen: 1) die geradlinigen Coordinaten 
X und y des Punktes in der Ebene; 2) seine Polarcooräinaten, 
d. h. der Radinsvector r und der Winkel ip, den er mit einer 
gegebenen Axe bildet. Im ersten Falle sind die Niveaulinien den 
Ooordinatenaxen parallele Gerade, im zweiten ist die Niveaufläche 
des Badiusvectors ein mit dem Radius r aus dem Pole als Mittel- 
punkt beschriebener Kreis, während die Niveaulinie des Win- 
kels tp die Gerade ist, auf der der Radiusvector aufgetragen ist. 

Auch die geographische Länge und Breite eines Punktes 
auf einer Kugelfläche, welche die Erdkugel darstellt, sind 
Functionen dieses Punktes. Das Niveau der ersteren Function 
ist der Meridian des Punktes, das der zw&iten sein Parallelkreis. 

46. Eine Function f{V, V, V"...) von mehreren Functionen 

, F, F', V" ... eines und desselben Punktes m ist gleichfalls 

eine Function dieses Punktes. Wenn,/"(F) eine Function von 

nur einer Punktfuuction F ist, so ist das Niveau der letzteren 
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auch, das Niveau von f{V); denn bei constaiitem V bleibt auch 
f(V) conatant. 

Wenn der Punkt m bei seiner Bewegung auf einem und 
demselben Niveau bleibt, so bleibt die Function V constaut; 
sie ändert sich d^egen, sowie der Punkt m das Niveau ver- 
lässt. Dabei erhält V ein gewisses Increment ^ V; dasselbe 
ist positiv, wenn der Punkt m sieh nach der einen, und negativ, 
wenn er sich nach der anderen Seite hin bewegt. Daher ge- 
hören die Ungleichungen ^V>0 und ^ F" < zwei durch 
das Niveau getrennten Bäumen au und können zur Unter- 
sclieidang der Punkte des einen Raumes von denen des anderen 
dienen. Bewegt sich der Punkt m auf einer beliebigen das 
Niveau dieses Punktes durchschneidenden Bahn, so wird V 
zu einer Function der Zejt ( der Bewegung und zugleich zu 
eiuer Function des von dem Punkte in dieser Zeit durch- 
laufenen Weges s. 

47. Vermittelst dieser Begriffe von Punktfunctionen kann ' 
man zu dem allgemeinsten Begriffe von den Coordinaten eines 
Punktes m gelangen. 

Es seien g^ q^, q^ drei reelle eindeutige Functionen des 
Punktes m im Baume. Jede von ihnen hat ein durch m hin- 
durchgehendes Niveau. Wenn diese drei Niveaux nicht durch 
dieselbe Linie hindurchgehen und nicht zusammenfallen, so 
bestimmen sie durch ihren Schnitt den Punkt m, und man 
kann daher g-j, q^, q^ als Coordinaten des Punktes m ansehen. 
Die Niveaus (q^), (gg), (äa) werden wir Coordinatenflächen, ihre 
Schnittcurveu aber Coordinatenlinien nennen. Dabei soll im 
Folgenden mit (q^q^) die Schnittlinie der Flächen (q^) und 
(js), mit (ssSi) die Schnittlinie von (q^) und (^j) und mit (q^q^) 
die Schnittlinie von (g^) und {q^) bezeichnet werden. 

Wenn bei jeder L^e des Punktes m die Tangenten der 
Coordinatenlinien auf einander senkrecht stehen, so heissen 
die Coordinaten orthogonal oder rechtwinklig; hierher gehören 
die geradlinigen rechtwinkligen und die Polarcoordinaten. 
Später werden wir noch andere orthogonale Coordinaten- 
systeme kennen lernen. Die Tangenten der Coordinatenlinien 
im Funkte m wollen wir die Coordinatenaaxn nennen. 

Wenn q^ und q^ Functionen des Punktes m auf einer ge- 
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wissen Fläelie {8) sind imd die Niveatilinien dieser Functionen 
sich schneiden, so kann man q^ und q^ als Coordinaten des 
Punktes m ansehen. Die Nireaulinien (g,) und (q^) der Co- 
ordinaten werden wir CoordinatetUinien nennen. Die Coordinaten 
sind orthogonal, wenn die Tangenten der Coordinatenlinien 
im Punkte m für jede Lage dieses Punktes auf einander senk- 
recht stehen. 

48. Drei Functionen 9^, qo^, qo, der Coordinaten q^, q^, q^ 
können ebenfalls als Coordinaten eines Punktes angesehen 
werden, wenn sie von einander unabhängig sind, d. h. wenn 
zwischen ihnen keine Gleichung von der Form 

■F(»i. f„ r.) - (a) 

besteht, welche die Coordinaten q^, q^, g, nicht explicit ent- 
hält und durch Substitution der Ausdrücke von ^j, q>^, fp^ zu 
einer Identität bezüglich 9,, q^, q^ wird. Existirt aber eine 
solche Gleichung (a), so schneiden sich im allgemeinen die 
Nireauflächen (y^), (<p^, (9)3) in jeder ihrer Lagen in einer 
gewissen Linie. Denn wenn 91, und ip^ constant sind, so wird 
dann infolge der Gleichung (a) auch tp^ constant; folglich 
liegen alle Punkte der Linie (^Jj^s) auf der Fläche {tp^. Li 
diesem Falle ist die Lage des Punktes durch den Schnitt der 
Flächen (qjj, (q^j), (qog) nicht Tollständig bestimmt und man 
kann daher die Grössen 9?^, 91^, qog nicht zu Coordinaten des 
Punktes wählen. Die Bedingung, die zur Existenz der Gleichung 
(a) nothwendig und hinreichend ist, besteht darin, dass die 
Funetionaldetenninante 

difi 8q>, 3q), 

Sq, Sq, 83, 

8<p, Sipi ^Vt 
oq, dq^ Sq, 

dq>s d<Ps 2v_s 

dq, d'a^ dq^ 

identisch verschwinden muss (wie ans der Theorie der Deter- 
minanten bekannt ist). 

Mithin können die Grössen tp^, ip^, qo^ nur dann als Co- 
ordinaten eines Punktes gewählt werden, wenn D nicht iden- 
tisch gleich Null ist. Die Functionen 

9, = 2» + ?3, "Pa = «8 + Si. 9i = ii + 2a 
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könaeu z. B. sla Coordiaaten geDommeii werden; denn für 
de ist 2) ^ 2. D^^gen geben die Functionen 

Vi = &«s — cft. 9i =■ C4i — aSs, Va = aq^ — Hu 
wo a, h, e constante Grössen bedeuten, idantiaeh D = Oj aie 
sind durch die Gleichung a<pi + bip^ -\- cip^ ^ verbunden 
und können daher nicht als Coordinaten gewählt werden. 

Es kann aber auch yorkommen, daas, obwohl die Deter- 
minante D nicht identisch yerschwindet und also keine Gleichung 
(a) besteht, die Fläche (gO|) dennoch bei einer gewissen spe- 
'ciellen La^e der Linie {tpi^s) durch diese letztere hindurch- 
geht. Ist z. B. 9), =- a^ä + /Jgjj, wo « und ß beliebige ex- 
phcite Functionen der Variablen g,, g,, gj sind, so geht die 
Determinante D Ober in den Ausdruck 

dipi Zip, d<p, 

It ^?» 

d9>, d<pt 8<Pt 

welcher nicht identisch verschwindet; derselbe wird aber zu 
NoQ in dem speciellen Falle, wenn ^^ = nnd ^ = ist. 
Ffir die den beiden leteten Gleicbuigen genügenden Werthe 
von 2,, 3ä, §3 wird aber auch die Function tp^ zu Null; folglich 
admeideu sich die drei Flächen 9), = 0, qoj <— 0, ^Jj ^ in 
emer Linie. 

In den vorbeigehenden Capiteln haben wir geradlinige, 
polare und sphärische (§. 3, Beispiel 3) Coordinaten angewendet. 
Doch erweisen sich diese Coordinaten oft als unbegoem, da 
sie häufig zu langen Rechnungen fuhren; zur Vermeidung 
dessen hat man andere Arten von Coordinaten in Anwendung 
gebracht. Wir werden im Folgenden einige derselben be- 
trachten. 

49. Wenn ein beweglicher Punkt m durch drei Coor- 
dinaten qi, q^, qg bestimmt ist, so ist mindestens eine von 
denselben eine Function der Zeit t der Bewegung. Wenn 
nur die Coordinate q^ eine Function von t ist, so ist die Co- 
ordinatenlinie (q^Q^) die Bahn des beweglichen Punktes. Wenn 
dagegen zwei Coordinaten gj und qj Functionen der Zeit sind 



da da da 




ag, 0g, F^ 




df^ dv, S<Pi 


+ 9» 


H ^9. ^?. 


S-P. Sf. S<p, 
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und die dritte q^ constaut bleibt, ao beschreibt der Punkt m 
eine Linie auf der festen Coordinatenfläcbe {q^). Es sei 
3i =• fi{t), 22 = /s(0' Eliminirt man aus diesen GleichuDgen (, 
80 erbält man eine Gleichung ^(^i, 2ä) = 0, welche zugleich 
mit der Gleichung jj = Const. die Bahn des Punktes m dar- 
stellt. In dem Falle endlich, wenn alle drei Coordinaten 
Functionen der Zeit sind, durchschneidet die Bahn alle drei 
Coordinatenflächen; ist dann Si = fi{i), äj^^(Oj Ss^^^Oj 
so erhält man hieraus durch Elimination von t drei Gleichungen 
von der Form . 

Vi(2s» Ss) = 0, q^^(3s, 2i) = 0, 9>a(2„ q^) = 0, (a) 
welche drei Flächen angehören, die sich in der Trajectorie 
des Punktes m durchschneiden. Zwei von diesen Gleichungeil 
sind hinreichend zur Bestimmung dieser Linie. Man kann 
(wenn dies erforderlich ist) diese Gleichungen durch zwei andere 
Gleichungen ersetzen, die zwei neuen in der Bahn des Punktes 
m sich schneidenden Flächen angehören. 

50. Die Betrachtung der Fnnktfunctionen führt zur Be- 
trachtung einer besonderen Art von Derivirten dieser Functionen, 
die von der h&ge des Punktes m und von der ihm ertheilten 
Verschiebwng abhängig sind. Es sei V eine reelle, eindeutige 
jj und continuirliche Function des Punktes 

J" a »», die beim Uebergai^e des Punktes m 

\ ll 1/ Ton M nach M' (Fig. 31) das positive 

\ ü Kr' Increment zi V erhält. Wenn die Ver- 

a'"""'^}! Schiebung MM', d, h. der geradlinige 

^yi — =^^— B oder krummlinige, vom Punkte m durch- 
jt \ laufene Weg unendlich klein ist, so ist 

' o' infolge der Continuität von V auch z/ V 

unendlich klein und zwar im allgemeinen 
von derselben Ordnung wie MM'; daher ist das Verhältnis^ 
wr^ im allgemeinen eine endliche Grösse. - Stellt man dieses 
Verhältniss durch die auf der Richtung der Sehne MM" auf- 
getragene Strecke MA dar und lässt man MM' gegen die 
Null convei^ren, so nähert sieh die Strecke MA einer ge- 
wissen Grenze MQ, welche die Bichtung der Tangente von 
MM' im Punkte M hat Man kann die Verschiebung MM' 
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ansehen als das Inerement Js des Bogens OM = s ii^end 
einer geraden oder krummen Linie und das den Punkten dieser 
Linie entsprechende V als eine Function der Länge s; daher 

ist MQ = lim —t~ ^ -;— . Die lUchtung von MQ aber ist die 
nach der Seite, wo ^i F > 0, gezogene Tangente an die Linie 
OM' im Punkte M. Die Grösse von MQ hängt nicht Ton 
der Gestalt der Linie OM' ab; denn wenn man diese 
Linie mit einer anderen vertauscht, die dieselbe Gerade MQ 
zur Tangente hat und auch auf dem Niveau (F+ z/F) en- 
d^ so bleibt J V unverändert, die Verschiebung MM' aber 
ändert sich um eine unendlich kleine Grosse höherer Ordnung; 
dadurch erleidet das Verhältniss „-,, eine unendlich kleine 
Äenderung; folglich ändert sich seine Grenze MQ nicht. Diese 
Grenze hängt ebenso wie die Derivirte-^ auch davon nicht 
ab, ob die Incremente JV und läs beide positiv oder beide 
negativ sind. 

Wir werden MQ = -r- die Deriviite der Function F'=/(»j) 
bezOgiich der Differentislversehiebung ds nennen, indem wir 
die Tangente der Linie s im Punkte M als Richtung dieser 
Verschiebung annehmen. 

Die Derivirte der Punktfnnction V=^f(m) bezüglich einer 
za der Niveauääche des Punktes in normaleD Verschiebung 
heisst der Differentialparameter erster Ordnung der Function 
F.*) Zunächst wollen wir sie der Kürze halber einfach Ta- 
rameler nennen. 

Es sei (/MN eine zur Niveaufläche AB im Punkte M 
normale Linie und n die Länge eines im Punkte Cf beginnenden 
und im Punkte M endigenden Bogens dieser Linie; dann stellt 
man den Parameter der Function V in diesem Punkte durch 

die Strecke MF = -^ dar, die auf der Normale dieser Fläche 
nach der Seite hin aufgetragen wird, wo JV> 0. 



*) Diese BeDenniiag gab Lama, Le90nB snr les coocdonn^es c 
aee, pag. 6. 
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51. Lehrsatz. Die Berimie MQ = -^ der Function V 
nach irgend einer Verschi^mg äs ist gleich der Projedion des 
IHfferential^rameters auf die Bichiang diesir Verschi^H^. 

Beioeis. Nimmt man an, dasa die Punkte N vuid M" auf 
einem und demeelben Niveau (T^ ~|- ^Y) liegen, so hat man 

WW '^ MN ' MM MN ' ain (MNM') ' W 

Nähert sich -4F der Null, so nähert sich der Winkel 
NüfM dem Winkel QMT, den die Richtung von MQ mit 
der Tangentenebene der Niveanfläche (F) im Punkte Jf bildet, 
und der Winkel MNM nähert sich 90"; die Gleichung (a) 
giebt daher in der Grenze 

d. h. 

Jlf^ = JlfP-cos(^MP), 
w. z. b. w. 

Auf Grund dieses Satzes können alle Derivirten nach den 
verschiedenen Verschiebungen des Punktes m durch Strecken 
dargestellt werden, die vom Punkte M aus in den Richtungen 
dieser Verschiebungen bis an die Oberfläche einer Kugel, die 
den Parameter MP zum Durchmesser hat, gezogen werden. 
Diese Eugel kann man als den Hodogra^hen der Derivirten 

-ä- ansehen. 
d» 

Bezeichnet F diesen Parameter nach Grösse und Richtung, 

so hat man: 

i?-Pco>(p, *). (b) 

Diese Formel, die für den Fall abgeleitet ist, d^s die 
Verschiebung ds bezüglich der Niveaufläche (Y) nach der 
Seite hin gerichtet ist, wo /iV^ 0, ist auch dann noch giltig, 
wenn ds nach der Seite gerichtet ist, wo ^F<0. Zum 
Beweise wollen wir annehmen, der Bogen s habe seinen An- 
fang in dem Räume ^F> und endige im Punkte M) dann 
entspricht einem positiven Increment z/s dieses Bogens ein 
negatives Increment iJV\ daher ist -i— eine negative Grösse, 
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und —T— = -- J ist positiv und repräsentirt die Derivirte 
der Function — Y, nach der Verschiebung ds. Die Function 
— V hat offenbar dieselbe Niveaufläche wie die Function + V, 
denn — V ist constant, wenn -|- V conataut ist; ferner ist 
der Raum ^{ — F) > derselbe, wie der Raum JV<.0, und 
daher ist der Parameter der Function — V dem Parameter P 
der Function V direct entgegengesetzt gerichtet. Bezeichnet 
man diesen Parameter mit JP', so hat man 

p, d{-~r) Av 

wo dn'- das Differential des Bogens »' ist, der zu der Niveau- 
flache (F) im Punkte M normal ist und in dem Räume 
*4 F > anfingt. Da nun dn' = — dn, so folgt 

_ IT =_ ^ a= P- 
dri dn ' 

folglich sind die (Parameter der Functionen F und — V gleich 

und entgegengesetzt. Für die Derivirte von — V nach der 

Verschiebung ds hat man 

^kzn = p- cos {P, ds)=-P cos (P, dsX 
oder endlich: 

~-=.Pcoa(P,(?s). 

Somit ist die Formel (b) auch im Falle eines stumpfen 
"Winkels (P, ds) richtig. 

52. Untersuchen wir jetzt, wie die Differentialparameter 
der zusammengesetzten Functionen, d. h. der Functionen von 
Functionen sich bestimmen lassen. 

Es sei F=/'(2), wo q eine Function des Punktes m ist. 
Die beiden Functionen F und q haben, wie schon im §. 46. 
bemerkt wnrde, eine gemeinsame Niveauääche; daher haben 
ihre Differentialparameter, die wir mit P und Ä bezeichnen 
wollen, die Richtung einer und derselben im Punkte M zu 
der gemeinsamen Niveaufläche normalen Geraden; dabei haben 
P und h denselben Sinn, wenn F und q bei der Verschiebung 
des Punktes m zugleich wachsen, d. h. wenn /'(3)>0, und 
eni^egenge setzten Sinn, wenn beim Wachsen der einen Function 
die andere abnimmt, d. h. wenn f{q) < 0. 
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Bezeichnet man mit ^u die Yerscbiebong in der Richtung 
von P, 80 hat man 

und da + -r* gleich h ist, eo wird 

wo man -f- nehmen muss, wenn die Parameter P und h den- 
selben Sinn haben und — ;m entgegengesetzten Falle. 

Nehmen wir jetzt an, dass V = f(^^, q^, q^ ) eine 

Function von mehreren Functionen q^, q^, g^, ... eines und 
deaselben Punktes m ist Bezeichnen wir mit P den Differential- 
parameter der Function V und mit \, k^, Aj, respeetive 

die Differentialparameter der Functionen 2^, q^, q^, 

Für die Derivirte der Function V nach irgend einer Ver- 
schiebung ds hat man dann 

^= ^£^ _l_ ?Z^ 4i m^ 4_ - 
ds '^ 8q, ds ' dq^ ds '8g, ds '^ *"' 

dieser Ausdruck geht mit Hilfe der Formel (b) in den fol- 

" genden über: 

P cos (P,ds) = 
= ^Ä,coa(Äi,Äs}-fg^ÄsCos(Ä3,Äs) + ^A3Cos(A3,rfs)+ .. 

Sgt 

genommen, nichts anderes als der Differentialparameter der 
Variablen V, welche als Function der eiaen unabbiüigigen 
Variablen qi angesehen wird. Diesen Parameter kann man 
den partieUen Differentialparamder der Function V nach q, 
nennen. Bezeichnet man denselben mit P^ uiid beachtet, dass 
Pi und hi denselben oder entgegengesetzten Sinn haben, je 

1^ h cos {hids) = Pt cos {Pids); 

folglich ist: 

Pcos (Pds) = Pj cos (P.ds) -f Pa C08 (Pjtfc) + ... + Picos (P(ds) + ., . 
Diese Formel gilt für jede Richtung der Verachiebung 
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ds, und es ist mithin P die geometrische Samme der Grössen 
P„Ps, P,...., d. h. 

P=T\-\-p^-\-P,-\- .... 

Also ist der Dijferentia^rameter einer Fv/nction V von 
mhreren Punh^wncHonen q^, q^, fis,---, die geometrische Summe 
iler partietlen Di/ferentialparameter dieser Funetion nach jeder 
dieser Variablen, q^, q^, q^,... einzeln genommen. 

Eieraus ergiebt sich die Regel für die Bestimmung des 
Differentialparameters jeder gegebeoeu Function von mehreren 
underen Functionen, deren Parameter schon bekannt sind. 
Keimt man die Parameter h^, k^, h^, .... der Functionen 

Ji, 5s, §3, und die partiellen Derivirten der Function V 

nach jeder der Variablen q^, q^, q^, , so kann man die 

Grosse der partiellen Differentialparameter: 



bestimmen; man trägt sie respective aaf den Parametern 
^1 K> Kl--- derart auf, dass P; und Ä,- denselben Sinn haben, 

wenn =— > 0, und entgegengesetzten Sinn, wenn ^ — < 0. Darauf 

bestimmt man nach der bekannten Regel die geometrische 

Samme 

?, + ?. + ?. + .-, 

die dann der tbtale Parameter P der Function V ist. 

53. Die Function V des einer gegebenen Fläche (S) an- 
gehörigen Punktes m hat einen Differentialparameters, welcher 
der DeriTirten ^- nach der zur Niveaulinie (V) normalen 
Verschiebung auf der Fläche (S) gleich ist und den wir durch 
eine Strecke MP darstellen wollen, die in der Tangentenebene 
der Fläche {S) im Punkte JW zu (F) normal und nach der 
Seite hin gerichtet ist, wo JV>0. Die Derivirte -j- nach 
emer beliebigen Verschiebung des Punktes M auf der Fläche 
('S) bestimmt sich na«h der Formel 

■gj-=J)COs(pds), 

*a8 sich ganz ebenso beweisen lässt, wie für die Function 
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eines Punktes im Ranme. Der Hodograph aller Deiivirten 
-^- ist ein Kreis, der in der Tangentenebene der Fläche (S) 
über einem Durchmesser gleich p beschrieben ist. Die Begel 



ffir die Bestimmui^ des DifferentialparameterB einer z 
gesetzten Punktfunction auf der Fläche (8) ist dieselbe, wie 
die R«gel för eine Punktfnnetion im Räume, nur mit der 
Beschränkung, dass die zu addirenden partiellen Parameter in 
einer and derselben die Fläche (S) im Punkte M berührenden 
Ebene liegen müssen. 

Ist die Niveaulinie (F) auf der Fläche {S) der Schnitt 
dieser Fläche mit der Niveaufläche einer als Punktfunction im 
Räume angesehenen Function V, so ist der Differentialparameter 
P die Projection des zu V als einer Punktfunction im Räume 
gehörenden Differentialparameters P auf die Tangentenebene 
der Fläche (Ä) im Punkte M, d. h. j) = Pcoa(Pp). 

Man kann p den Parameter der Function V bezüglich 
der Fläche (S) nennen. 

64. Beispiele für die Bestimmung von DifferenUalparafnetem. 

1) Der Parameter F einer geraden Strecke x, die aus 
dem Punkte M parallel der Geraden Ox bis zum Durchschnitt 
mit der Ebene yOe gezogen ist, ist zu letzterer senkrecht 
nach der Seite gerichtet, wohin x wächst, und ist gleich 
- ,p ; denn die Niveauääche ist der Ebene yOe parallel, 
und die zu dieser Fläche normale Verschiebung dn ist die 
Projection von da; auf P, d. h.: 

dn = dxeoB(Px)i 
folglich ist: 

p ^~- = — ___ = gec (Px). 

Die Richtungen von P und x fallen zusammen, wenn 
Ox zu yOs senkrecht ist; dann ist cos(Pa;) = 1 und P= 1. 

Gesetzt, der Punkt m sei durch geradlinige Coordinaten 
X, y, z bezüglich der Ebenen yOe, eOx, xOy bestimmt und 
bezeichnen wir mit h^, h^, h^ die Differentialparameter der 
Coordinaten. 

Diese Parameter sind den Ebenen yOis, eOx, xOy resp. 
parallel und im Sinne der positiven Coordinaten x, y, e ge- 
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richtet. Ihre Werthe sind reap. gleich 8ec(Ä,a;), 8eo(Äjy), 
sec(^^). Im Falle rechtwintliger Coordioaten sind sie gleich 1. 
2) Für eine f\inction V = f{x, y, s) von drei geradlinigen 
rechtwinkligen Coordinaten sind die paddelleu Parameter 

i> _ + |i, P,_ + |r, i.,„ + «-^ 

daher ist der Werth des totalen Parameters f dieser Function: 

Lam^ nimmt diesen Ausdruck geradezu als Definition 
des Differentialparameters (Le^ons snr les coordoun^es curvi- 
lignes, pag. 6). Die Projectionen von P auf die Coordinaten- 
aien sind 

Poo.(Pi)-|^, Pco,(Ps,)_|, Pco,(P.)_|{, (a) 

d. h. sie sind die partiellen Derivirten der Function fix, y, s) 
nach den Coordinaten. Durch diese Projectionen ist die Rich- 
tung Ton P bestimmt. ^ 

Wenn f{x, y, s) in Bezug auf x, y, s eine homogene Function 
Tom n*™ Gerade ist, so hat man nach einer bekannten Eigen- 
schaft der homogenen Functionen 

daraus ergiebt sich, wenn man die Formeln (a) beachtet: 
n F = P [a: cos {Px) + y cos (Py) + e cos {Ps)l 
Die Grösse in der Klammer, mit -|~ '^^^ — genommen, 
ist die Entfernung des Coordinatenursprungs von der Ebene, 
die im Punkte [x, y, e) das durch diesen Punkt gehende Niveau 
(F) berührt; bezeichnet man also diese Entfernung mit 8, so 
hat man: 

« F. = + PS, und folglich P = ± ^. (h) 

Man sieht hieraus, dass der WerÜi des Param^^s einer 
hniwgenen Function der geradlinigen rechtmnkdigen Coordinaten 
eines Punktes umgekehrt propwtioual ist der Lättge eines vom 
CoordnuOenursprung auf diejenige Ebme gefaUten Perpendikds, 
wieWie in dem betreffenden Purikte die Niveauflädte, auf der 
dieser Punkt liegt, berührt. 
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Ea sei z. B. 

V ^ ax + fcy + CS, 
wo a, h, c Oonstante sind, so ist 

Pcos(Pa;)=«; Pcos(Pj/) = Ä, Pcos(P«) = c 

und „^_ 

p = |/ a* + 6*i -jT^ 

In diesem Falle ist das Niveau (T^ eine Ebene; der 
Parameter P ist auf ihr senkrecht nnd hat cojistanten Werth. 
Da P = + ^ , so ist 

Y=±S l/^= + 6^ + c*, 
d, h, die Function V ist der Entfernung dea Niveaus .vom Co- 
ordinatenursprung proportional. 

Betrachten wir ferner die Function 

". Oa ^ o« ' 
wo a^, a^, a, constante Grössen sind. Das Niveau iat eine 
der drei Flächen zweiter Ordnung, die ihren Mittelpunkt im 
Coordinatennrsprung haben. 
Da 
P cos (Pa:)=-, Pcos(Pi/) = ??^, Pco8(Pß) = -, 
so ist: 

\".' ^ «," ^ «.7 
Die Formel (b) giebt; 

— W ^ ■^* ^ «sV 

Im Falle F= 1 sind die Grossen a^, a^, «3 die Quadrate 
der reellen oder imaginären Halbaxen der Fläche 






(c) 



3) Bestimmen wir nun die Parameter der Polarcoordinaten 
des Punktes m, und zwar des ßadinsvectors r, der vom Pole 
nach dem Punkte m fuhrt, des Winkels tp, den die Kichtnng 
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von r mit der PoJaraxe Ox bildet uad des Flächenwinkels 
^, den die Ebene des Winkels p mit einer festen durch die 
Axe Ox gehenden Ebene bildet. Das Niveau der Coordinate 
r ist eine Kugel vom Gentrum und vom Eadina r; daher 
hat der Parameter dieser Coordinate dieselbe Richtung, wie 
sie selbst, und zwar nach der Seite, «wohin sie wächst. Sein 
Werth ist 1, denn P= ^ = 1. Das Niveau des Winkels 
ip ist eine konische Fläche, die durch Botation des ßadius- 
vectors r um Ox entsteht; die Normale dieser Fläche im 
Punkte m ist die in diesem Punkte in der Ebene mOx auf-r 
errichtete Senkrechte, Als zur Niveaufläche normale Ver- 
schiebung an kann man das Differential des Bogens rp wählen, 
d. h. dn = rdipi der Parameter des Winkels y ist daher 

--?- = —. Das Niveau des Winkels it ist die Ebene des 
rdtp r ^ 

Winkels 9); sein Parameter ist senkrecht zu dieser Ebene nach 
der Seite hin gerichtet , wohin il> wächst; als Normal- 
verschiebung dn kann mau das Differential des Kreisbogens 
nehmen, den der Punkt m bei seiner Drehung um die Axe 
Ox beschreibt; der Badius dieses Kreises ist rsinqo; folglich 
ist dn ^ r sin p . d'^; daher hat der Parameter den Werth 
jT = — -■ — . Bezeichnet man also mit Ä^, h^, A3 die Para- 
meter der drei Polarcoordinaten r, tp, ijr, so ist: 

Sie stehen senkrecht auf einander. 

Der erste Aj bat dieselbe Richtung, wie der Radiusvector r; 
der zweite h^ liegt in der Ebene mOx, ist zu r senkrecht und nach 
der Seite hin gerichtet, wohin 55 wächst; Aj endlich ist zur Ebene 
titOx senkrecht und nach der Seite gerichtet', wohin ^ wächst. 

Für eine zusunmengesetzte Function V = f(r, (p, V) sind 
die partiellen Parameter 

' ~ dr ' ^ —dtfr^^ — 0^ r sinip ' 
und die Grösse und Richtung des totalen Parameters P be- 
stimmt sich durch die Formeln: 

Boianrr, Uaduuüfe. L 3 
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Pc«B(P<.) _y P»OS(P« -If i, Pc08(Pri-|f ^^V 
4) Ist der Punkt m in der Ebene -durch zwei Polar- 
coordinaten Om=^r, mQx^tp bestimmt, so ist der Parameter 
der ersteren hj ^ 1 und hat die Richtung Ton r; der Para- 
meter der zweiten ist A^ = — und ist zu r senkrecht nach 
der Seite ^ip'> gerichtet. 
Für die Function 

eines Punktes in einer Ebene bestimmt steh der Parameter p 
durch die Formeln: 

Es sei z. B. V^r — a<p, wo a eine Constant« ist. Die 
Niveaulinie 

r — afp = V 
ist offenbar eine archimedische Spirale, die auf demjenigen 

Kadiusvector beginnt, der mit der Äxe Ox den Winkel 

bildet Wenn man daher die archimedische Spirale r — oqo = 
construirt und sie um um den Winkel dreht, eo er- 
hält man die Niveaulinie (F). Zur Bestimmung des Para- 
meters p hat man: 

p cos (pr) = 1 , psm (pr) = , 

P ^ 1/ 1 + -j = sec {pr), 
d. h. die Grösse des Parameters ist gleich der Seeante des 
Winkels, den die Normale der archimediachen Spirale mit dem 
BadiusvectoT bildet. Daraus folgt die bekannte Construction 
der Normale und Tangente an die archimedische Spirale 
(S. |. 10, Beiap. 1). 

Die Construction der Differentialparameter kann die von 
Boberral zur Construction der Tangenten gegebene, auf die 
Zusammensetzung der Geschwindigkeiten begründete Methode 
vollkommen ersetzen. 
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Wir empfehlen noch dieDififerentialparametarderFunctioiien 
F= loar — afp, V=r 

zu construiren, deren NiveaiiUnien die logarithmische Spirale 
und die Conchoide sind. 

5) Betrachten wir die Function 

F=rtr,/,r",. ..),•) 
WO *■, r, r", ... Badienvectoren sind, die aus mehreren festen 
Punkten F, F', F", . . . nach demselben Punkte m gezogen 
sind. Der Parameter jedes Kadiasvectors ist, wie wir im 
Torigen Beispiele gesehen haben, gleich 1 und hat die Richtung 
des Radiusyectors ; daher sind die Werthe der partiellen Para- 
meter der Ftmction V resp. gleich 

und ihr Sinn stimmt mit dem Sinne det betreffenden Badien- 
vectoren r, r\ r", ... überein oder nicht, je nachdem die ent- 

^ , 5-7; ... . das Zeichen 

ÖT ' er ' 



■Jf oder — haben. 
Es sei z.- B. 



■J + V-- 



wo [ij (t'j fi"^ . . . constante positive oder negative Grossen bedeuten 
mögen. Die Werthe der partiellen Parameter werden dann: 

1 ** 1 (*' 1 f " 

dl p I X r'i j dl /H j ■ ■ ■ j 
sie sind den Quadraten der entsprechenden Radienvectoren 
mngekehrt und den Grössen ft, ^', /i", ... direct proportional. 
Je nachdem diese Grössen das Vorzeichen + oder — haben, 
sind die partiellen Parameter dem Sinne nach den entsprechen- 
den Badienvectoren entgegengesetzt oder von demselben Sinne. 
6) Zieht man in einer gegebenen Ebene aus zwei festen 
Polen F, F' nach einem beliebigen Punkte M der Ebene die 
ßadienvectoren r und /, so sind dieselben die sogenannten 

*) PotDBot, Thäoiie g^n^rale de l'^quilibre et da monTement dea 
B^störneü. fll^menta de Btatique, 10. id., p. 278. 
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hipolaren Coordioaten des Punktea M. Die Parameter dieser 
Coordinaten sind gleich 1 und längs den entsprechenden Co- 
ordinaten gerichtet. 

Nehmen wir nun an , die Coordinaten r = FM und 
r' ^ F'M seien resp. gleich den bipolaren Coordinaten Ä(i 
und Bfi, die aus zwei anderen Polen A und B nach einem 
Punkte (t gezogen sind. Infolge dessen besteht dann zwischen 
den Punkten M und ft eine Abhängigkeit, durch welche sich 
die Lage des einen Punktea bestimmt, wenn die des anderen 
Punktes bekannt ist. Beschreibt der Punkt (i eine Linie, deren 
Gleichung f{r, /) ^ ist, so beschreibt M im allgemeinen 
eine andere Linie, die eine Gleichung von derselben Form be- 
züglich der Coordinaten FM und F'M hat. Die Normale 
der vom Punkte fi beschriebenen Linie hat die Richtung der 
geometrischen Summe der auf An und B[t von [i aus auf- 
getragenen partiellen Derivirten ^ und ^-4, während die Nor- 
male der vom Punkte M beschriebenen Linie die Richtung 
der geometrischen Summe derselben auf FM und F'M auf- 
getragenen Componenteu hat. Diese Componenten -^ und ~—. 
können auch durch ü^end zwei andere, ihnen proportionale, 
auf denselben Richtungen aufgetr^ene Strecken ersetzt werden. 
Auf Grund dieser Eigenschaft der Normalen der von den, 
Punkten M und (i beschriebenen Linien ist es leicht die eine 
Normale zu construiren, wenn die andere bekannt ist. 

Gesetzt z. B., der Punkt (i beschreibe eine gerade Linie 
PQ; dann lasst sich leicht beweisen, dass der Punkt M eine 
Linie zweiter Ordnung beschreibt.*) Man errichte auf der 
Geraden FQ eine Senkrechte ^B von beliebiger Länge und 
ziehe RD parallel Aft, bis zum Durchschnitt D mit Bfi und 
BG parallel B(i bis zum Durchschnitt C mit Afi. Femer 
tr^e man auf FM und F'M die Abschnitte MC ^ [iC und 
MIX = fiD in der Weise auf, dass MC dieselbe oder die 
entgegengesetzte Richtung wie J'Jf hat, je nachdem ftC dieselbe 
oder die entgegengesetzte Richtung wie A[i hat, und Miy die- 
selbe oder entgegengesetzte Richtung wie F'M, je nachdem (iD 

*) Jacobi, Crelle's Journal, T. 12 und 73. 
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dieselbe oder die entgegengesetzte Bichtung wie B(i hat. Endlich 
coDstruire man über MC und MI/ das Parallelogramm 
MC'Itl/. Die Di^onale MR desselben ist dann die Nor- 
male der vom Punkte M beschriebenen Linie zweiter Ordnui^. 

In dem speciellen Falle, wenn die Gerade PQ durch die 
Punkte A und S hindurchgeht, hat man als Gleichungen der 
vom Punkte M beschriebenen Linie in bipolaren Goordinaten 
eine der drei folgenden: 

r-^r' = ÄB, r~r'^ÄB, r ~ r = AB. 

Die erste ist die Gleichung einer Ellipse, die beiden an- 
deren die einer Hyperbel, deren Brennpunkte die Punkte F 
und F' Sind. Man hat in diesem Falle; 

daher sind die Abschnitte MC' und MI/ einander gleich und 
die Kormale MB,' halbirt den Winkel der Radienvectoren 
r und r. 

Die Lage eines Punktes M im Baume kann durch die 
drei Entfernungen r = MA, r = MS, r" => MC von drei 
festen nicht in einer Geraden liegenden Punkten A, B, G be- 
stimmt werden. Diese drei Eadienvecteren bilden ein tripolares 
Coordinatensjstem. 

Es seien A'fi, B'ft, C'fi die aus den Polen A', B", C 
gezogenen tripolaren Goordinaten des Punktes ;* und es sei 
.iJlf=A'ft, SM ^ Bfi, CM = C'fi. Wenn unter dieser, 
Bedingung der Punkt (t sieh auf einer gewissen Fläche be- 
wegt, deren Gleichung in den tripolaren Goordinaten A'fi, Bfi, 
C'fi die Form f{r, r , r") = hat, so bewegt sich M auf einer 
F^he, die dieselbe Gleichimg fBr die Goordinaten AM, BM, 
C3f hat. 

Die Bichtung der Normale der ersteren Fläche ist die 
' Richtung der geometrischen Summe der auf A\i^, B'(t, C'ii 
aufgetragenen partiellen Derivirten^, ö4, ja-4, und die Rich- 
tung der Normale der zweiten Fläche ist die der geometrischen 
Summe derselben auf AM, BM, CM aufgetragenen Com- 
ponenten; kennt man daher die Bichtung der einen dieser 
Kormalen, so kann man die der anderen leicht bestimmen. 
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Jacobi*) hat gezeigt, daas, wenn der Punkt [i sich auf einer 
Ebene (P) bewegt, der Punkt M eine Fläche zweiter Ordnung 
beschreibt, für welche die Ebene ABC eine Hauptdiametral- 
ebene ist. Um die Normale dieser Fläche zweiter Ordnnsg 
zu construirea, errichtet man auf der Ebene (P) ein Per- 
pendikel fiR und zerlegt es in drei Komponenten [iC, ftD, fiE 
nach den Sichtungen Ä'[i, S'fi, Cfi; dann ti^t man auf 
AM, UM, CM die diesen Componenten entsprechend gleichen 
Strecken MC, Miy und ME' auf und bestimmt ihre geo- 
metriache Summe; die Eichtung dieser Summe ist die Normale 
der Fläche zweiter Ordnung, welche alle Lagen des Punktes M 
enthält. * 

In dem specielien Falle, wenn die Punkte A', 'S, C in der 
Ebene (P) liegen, ist die geometrische Summe ^C+ [iD -f- jiE 
gleich Null, und es ist daher einer der Summanden der geo- 
metrischen Summe der beiden anderen ent^^engesetzt gleich.**) 

65. Von dem schiefwinkligen System der bipolaren Co- 
ordinaten in der Ebene gelangt man leicht zu dem recht- 
winkligen System der sogenannten ell^Hschen Coordinaten. 

Setzt man FM = r und !F'M = /, so stellt die halbe 
Summe ^ ^ ^(^ ~\- ^') die grosse Halbaxe einer SUipse dar, 
die durch den Punkt M geht und deren Brennpunkte F und F 
sind , während die halbe Differenz (i ^ ^ (r — r), mit + 
oder — genommen, je nachdem r> r' oder r < r', die reelle 
Halbaxe einer ebenfalls durch den Funkt M gehenden und 
mit der Ellipse confocalen Hyperbel repräsentirt. 

Aus gegebenen Werthen von X und fi läsat sieh die Lage 
des Punktes M bestimmen, und man kann daher X und fi als 
Coordinaten jenes Punktes betrachten. Derartige Coordinaten 
nennt man eUiptiscke. Suchen wir nun ihre Differentialpara- 
meter zu bestimmen. 



•) Crellö'B Journal, T. 12 und 78. 

**) Die CoQHtractioD der Normale an eine Fläche zweiter Ordnung 
in dieaem Specialfallc hat Joachimsthal gegeben. Äne dieser Construction 
ergiebt lich die Eigenactaft, daas die Normale einer Fläche zweiter 
Ordnung die Axe eines geraden, durch die Focallinie gehenden Kegels 
ist. (ß. Crelle's Jonmal, T. 12 und 73.) 
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Anf Grund des vorigen Fara^aphen finden wir alB par- 
tielle Parameter der Function 

die Strecken MF und MP' (Fig. 32), die gleich J sind und 
die Richtungen der Radienvectoren r und r haben, während 
Fig. 32. die Diagonale Mit des über diesen 

Strecken construirten Bhombus der Pa- 
rameter h^ der Coordinate l ist 

Die partiellen Paramefier der Function 
r l^ = ^(r — r') 

sind: die Strecke MP ^ ^, von dem- 
selben Sinne, wie r und die Strecke 
MP" = ^, vom entgegengesetzten Sinne 
wie /; die Di^onale MB' dea über ibnen construirten Rhombus 
ist der Parameter Ii^ der Coordinate ft. 

Die Ellipse l und die Hyperbel [i sind Goordinatenlinien. 
Die Richtungen der Parameter hi und k^ sind normal zu diesen 
Linien; dabei ist nach der bekannten Eigenschaft der von 
der Tangente mit den Radienvectoren gebildeten Winkel die 
den Winkel FMF' halbirende Richtung ä, Tangente an die 
Hyperbel {p), und die den Supplementwinkel halbirende Richtui^ 
^ ist Tangente an die Ellipse (A). Nun stellen diese Richtungen 
die Richtungen der Coordinatenaxen dar, und da sie auf ein- 
ander senkrecht stehen, so ist das vorliegende Goordinaten- 
system der k und ^ ein orthogotwles. 

Es ist nicht schwer die Parameter Ä, und Äj als Func- 
tionen der Coordinaten l und ft auszudrücken. Es sei c = \FF' 
and < PMR => a. Aus den Dreiecken MPR und MPK 
folgt: 

Ä, = cos a, Äj = sin «. 

Nach bekannten Formeln der Trigonometrie hat man, 
wenn jp den halben Perimeter des Dreieckes FMF' bezeichnet: 



= l/tlLz 



U} 



_-\ Ap-r){p^ 7') 



= i. + c, 
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folglich wird: 

"i y X* — li*' ^ K 1' — fi" ■ 
Wenn wir mit x and y die geradlinigen Coordinaten des 
Punktes M bezüglich der Äxen der Ellipse Ox, Oy, die zugleich 
auch Äxen der Hyperbel sind, bezeicimeu, so ist die Gleichung 
der ersteren Curye in diesen (Joordinaten: 

und die der anderen: 

hieraus lasBen sich leicht die Formeln 

^-'i, y- + \y(l'-e')(c'-f.') 

ableiten, die zur Transformation der rechtwinklig -geradlinigen 
Coordinaten x and y in die elliptischen A und ft dienen. Um 
umgekehrt von den elliptischen Coordinaten zu rechtwinkligen 
Überzugehen, muss man die Gleichungen (a) und (b) nach i 
und ft auflösen. Man sieht leicht, dass A^ und ^^ die Wurzeln 
z einer Gleichung 

oder 

^~{x-'-\-f^^)z-\-xU^ = 
sind. 

Zur Erlangung grösserer Symmetrie in den Formeln für 
die elliptischen Coordinaten ersetzt man die Halbaxen A und ^ 
durch andere Grössen, nämlich 

A^ => A^ — %, Aj = ^* — c* — Oj, 
wo o, und «g irgend welche positive Grössen sind, die den 
Bedingungen a^^ a^, a^ — a^ = <? genfigen. Man hat dann 
statt der Gleichungen (a) und (b) die folgenden-: 

Man sieht leicht, dass die Parameter der neuen Coor- 
dinaten Aj und Aj die Werthe 
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haben; ihre Eichtungen fallen mit denen der Parameter MB 
und MS' zusammen. Die Formeln zur Transformation der 
Coordinaten x nud ^ in A, nnd Aj nehmen die Gestalt an: 

j; = -L l / (^ + ".} (^ + M „ = _(_ i M + °.) (^» +^ 

Die Coordinaten A^ und l^ nennt man gleichfalls elliptische 
Coordinaten. 

Elliptische Coordinaten im Bemme. 
66. Es seien x, y, s die geradlinigen, rechtwinkligen Co- 
ordinaten des Punktes M in Bezi^ auf die Äxen Ox, Oy, Ol 
und ffl,, Oj, Oj willkürliche positive Grössen, unter denen a^ 
die gröast« und a^ die kleinste ist. Denken wir uns nun ein 
Ellipsoid , dessen Mittelpunkt ist und dessen Äxen die 
Riehtungen der Coordinatenasen Ox, Oy, Os haben; die Werthe 
der entsprechenden Halbaxen seien Yä^, Ya^, "j/^- Die Glei- 
chung dieses Ellipsoids ist: 

VergrSssem- wir die Quadrate seiner Halbaxen um eine 
und dieselbe Grösse k, so erhalten wir die Gleichung 

die einer anderen mit dem Ellipsoid (1) concentrischen und 
coaxialen Fläche zweiter Ordnung angehört. Die Durchschnitte 
beider Flächen mit den Hauptdiametralehenen yz, ex, xy haben 
gemeinschaftliche Brennpunkte; denn die Quadrate der Ex- 
centricitäten dieser Schnitte 

«1 — «äj ''i — ^i> "2 — 'h 
sind für beide Flächen dieselben; deshalb nennt man die 
Fläche (3) confocal mit der Fläche (1). Lässt man X varüren, 
Bo erhält man eine Reihe von Flächen, die mit (1) und unter- 
einander confocal sind. 

Wenn 03 -j- i > 0, d. h. X > — a^, so ist auch Oj -f- Z > 0, 
a, + A > 0; in diesem Falle stellt die Gleichung (2) ein 
Ellipsoid dar. Für Cg + A < und Oj + A > 0, d. h. wenn 
— % < A < — Oj wird a^ + A > 0, und dann ist (2) die 



izecy Google 



_ 122 - 

Gleichung eines eintnanteligen Hyperboloids, das die Axe Oz 
nmgiebt Fürog + Z<Oandai + A>0,d.h.fBr — ai<A< — a^ 
wird Og + ^ <0 und die Gleichnis (2) stellt ein zweimauteliges 
Hyperboloid dar, das die a:-Axe nmgiebt. Wenn Oj + A < 0, 
so ist aucb Oj + i < 0, o^ + i < 0; die Gleichnng (2) repiÄ- 
sentirt dann einen imaginären Ort. Ausserdem kann die 
Gleicbung (2) die geometrischen Oertier darstellen, die bei 
dem Uebergang der genannten Flächen tn einander entstehen, 
und zwar wenn a^-\- X ^^0 oder a^ •\- X = oder o, -J- A ^ 0; 
dann reducirt sieh Gleichung (2), wie leicht ersichtlich, auf 
eine der drei Gleichungen: 

= 0, y ^ 0, a; = 0. 

Im erst«u Falle erhält man die Ebene xOy, die den 
Uebergang des Ellipsoides in das einmautelige Hyperboloid 
bildet; im zweiten die Ebene iOx, die den Uebergang des 
einmanteligen Hyperboloids in das zweimantelige bildet; im 
dritten endlich die Ebene yOg, die den Uebergai^ vom zwei- 
manteligen Hyperboloide zu dem imaginären Orte darstelli 

Im allgemeinen kann man durch jeden Funkt M{x,y,z) 
des Raumes drei ungleichnamige Flächen zweiter Olrduung von 
der Form (2) legen. In specialen Fällen aber muss man eine 
oder zwei dieser Flächen durch Coordinatenebenen ersetzen. 
Um sich davon zu^ fiberzeugen, soll gezeigt werden, dass die 
Gleichung (2) für jedes beliebige gegebene Werthsyatem ' von 
X, y, e drei reelle Wurzeln hat, d. h, dass i, drei reelle Werthe 
hat, die drei ungleichnamige Flächen bestimmen. 

Befreit man die Gleichung (2) von den Nennern, so er- 
giebt sich die Gleichung dritten Grades: 

{X + a,) {k + 0,) (A + a,) _ x^ {l + a^) {A + «^) 
- / (A + «0 {X 4- a,) - 2' (A + aO {X + a,)^ 0. (3) 

Wir wollen nun die Grenzen der Wurzeln dieser Gleichung 
bestimmen. 

Zunächst wollen wir annehmen, dass keine der Coordinaten 
X, y, 2 gleich Null ist, d. h. dass der Punkt {x, y, s) in keiner 
der Coordinatenebenen liegt. 

Setzt mMi auf der linken Seite der Gleichung (3) 
A ^ + oo, X = — «B, X = — Oj, A = — Ol, 
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so ergeben sich die Resultate: 

+ 00 

y*(a, — «ä) («a — %) > 
" — 3^ («1 — Og) («1 — «s) < 0, 
welche zeigen, dass die Gleichtmg (3) drei reelle Wurzeln 
■^ii ^) ^3 ^^% ^^ folgendermassen zwischen den substituirten 
Grössen gelegen sind: 

+ 00 > ij > «3 > ^s > — % > ^3 > — «1- 

Die er?te Wurzel ^ ist positiv, wenn der Punkt (x,y,ii) 
, ausserhalb des Ellipsoids 

- * + ?^' + !! = 1 

und negativ, wenn er innerhalb desselben liegt. Die Grössen 
Ai, ig, A3 bestimmen drei Flächen, die sich im Punkte {x,y,s) 
durchschneiden, nämlich 

«1 + -l-i > 0, «2 + Ai > 0, «8 + Ai > 0, 
»1 + Aa > 0, a^ + Aj > 0, «3 + Aä < 0, 
a, + A3 > 0, «2 + A3 < 0, oj + Ag < 0, 

so ist die erste Fläche ein EUipsoid, die zweite ein ein- 
manteliges, die a-Axe umgebendes Hyperboloid und die dritte 
eiu zweimanteliges, die a:-Axe umhüllendes Hyperboloid. Die 
Grössen l^, A^, A3 nennt man die elliptischen Coordinaten des 
Punktes {x, y, ss). 

Für den Punkt (x,y,0) in der Ebene xOy zerfällt die 
Gleichung (3) in die zwei Gleichungen: 
i. -\- 0^ = 0, {l + a,){k-\-a,) - x' (a^-i-i.) - f {a,+A) = 0. 



Da nun 
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Die erste giebt die Wurzel A^ =■ — a^ und die zweite die 
Wurzeln X^ und Xg zwischen den Grenzen 

-)-oo>Aä> — a^> lg> — a^; 
dabei unterliegt die Wurzel ig nieht mehr der Bedingung 
ig < — %, wie dies für Punkte ausserhalb der Coordinaten- 
ebenen der Fall war. Die Wurzel Aj = — Og "giebt die Ebene 
xOy, und ig und lg liefern die confocalen Flächen: 

Die erstere iat ein EUipsoid, wenn ßj + A^ > und ein 
einmanteliges, die z-Axe umhüllendes Hyperboloid, wenn 
t^ + ^a < 0; die zweite ist immer ein zweimanteliges, die a:-Axe 
umhüllendes Hyperboloid. Man sieht daraus, daes die Ebene . 
xOi/ ein einmanteliges Hyperboloid vertritt, wenn «j + Ag > 
und ein EUipsoid, wenn a^ -\- X^< 0. Die Wurzeln A^ und Xg 
sind die elliptischen Coordinaten in der Ebene xOy (s. §, 55) 
und bestimmen die Coordinatenlinien 

nämlich eine Ellipse und eine Hyperbel von denselben Brenn- 
punkten. 

Für einen Punkt (x, 0, 0) auf der x-Axe zerfallt Gleichung 
(3) in die drei; 

A -{- flj = 0, A + Mg = 0, (i -f d,) — 3;* = 0, 
welche die drei Wurzeln liefern: 

A, ^ — Oj , Ag = — Oj , Aj ^ — «, + 3;* ; 
dabei unterliegt Ag nicht der Bedingung A, < — o^ < — Oj. 
Die beiden ersten Wurzeln bestimmen die Coordiuatenebenen 
xOy und gOx und die dritte die Fläche zweiter Ordnung 

welche ein EUipsoid ist, wenn «3 + Ag > 0, ein einmanteliges 
Hyperboloid, wenn Og + A3<0, a^ -\- Xg> und ein zwei- 
manteliges Hyperboloid, wenn Oj + Aj < 0. Im ersten Falle 
ersetzt die Ebene xOy ein einmanteliges und die Ebene sOx 
ein zweimanteliges Hyperboloid; im zweiten Falle ersetzt xOy 
ein Ellippoid und zOx wieder ein zweimantel^es Hyperboloid; 
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endlich im dritten Falle ersetzt xOy ein EUipsoid und sOx 
ein einmanteliges Hyperboloid. Auf ähnliche Weise lassen 
sieb die Coordinatenfläehen für die Punkte (x, 0, g), (0, y, z), 
(0, y, 0), (0, 0, i) bestimmen. 

Für den Coordinatenuraprung (0, 0, 0) gehen alle drei 
Flächen in die Coordinatenebenen yOs, zOx, xOy über. 

57. Bestimmen wir nun die Differentialparameter der 
elliptischen Coordinaten A,, A^, ig. 

Der Kürze halber setzen wir: 

«,=«, + /„ ft = as + A„ n=a^-\-k^ 
«a = «1 + ^i. ft = «2 + ■*2) rs = «3 + ^2 

«3 = «1 + ^S> ('s = «3 + ^, y» = «3 + h\ 

dadurch nehmen die Gleichungen (4) die Form an: 

% + t + i-' ("') 

wobei die Bedingungen erfüllt sein müssen: 

«1 — ft ^ 0^ — ^S ^ «3 — ft = «"l '^t 

ft - ri = ft — J'2 = ^3 - y» = «* — «3 (5) 

n — «1 = I'2 — «2 = ^3 — «S = «3 — <^i 

eCy — «a ^ ft — ^2 = J'i — 7i = ^i ~ K 

«i—'h = ßi~ßi = Yi — n = h — K (6) 

«% — «1 -= ft — A = ys — yi = ■*3 — ■'■i- 

Die Flächen (4) oder (4') wollen wir zur Abkürzung mit 
(ij), (ig), (Ah) bezeichnen. 

Es seien 'nun \, h^, Ä, die Parameter der Coordinaten 
^11 "^21 ^» '^^ ^jf ^2) ^3 ^^^ ^'^^ ^^^ gemeinsamen Mittel- 
punkte der Flächen (4') auf ihre Tangentenebenen im Punkte 
M(x, y, s) gefällten Perpendikel. Offenbar mflsaen die Parameter 
^if ^1 \ ^^^ ^\> ^iy ^3 resp. parallel sein. Es bleibt daher 
nur noch der Sinn mid die Grösse der Parameter zu bestimmen. 

Nach der allgemeinen Definition des Differentialparameters 
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ist die Grösse h^ gleich der Derivirten ~, wobei dn die Ver- 
schiebung dea Punktes M in der Normale der Niveaufläche 
(A,) bedeutet Infolge dieser Verschiebung ändern sich die 
Coordinaten x, y, z und X gleichzeitig so, dass ihre Differentiale 
derjenigen Gleichung genügen, die durch Differentiation der 
ersten der Gleichui^en (4') entsteht, nämlich der Gleichung: 

Da nun 

da^ = dßi = dy, = dl, 
und 

dx ^,+ dn. cös (d, x) ^ + — - dn 

dy = ± dn.cos($,y) = ±^dn (7) 

dz = + dn . coa (Ö, «) = + — -dn, 
ao geht jene Gleichung über in die Gleichung 

+ (6 + P + ^)2''.''»-($ + |pi + ^)'".-0. 
aus der sich ergiebt: 

Die Grösse -j^, die gleich Ä, ist, musa positiv sein; daher 
musa in der letzten Formel, aowie in den Formeln (7) von 
den beiden Zeichen + das obere genommen werden, und man 
sieht daraus, dass \ und d^ denselben Sinn haben, nämlich 
vom Punkte nach der Tangentialebene des Punktes M; 
dabei ist A, = 2tfi, Ebenso findet man, daaa k^ und h^ den- 
selben Siim wie resp. ^g und ff, haben und dase ^ = 26^, 
Ä, = 2Ss ist. 

Nun wollen wir beweisen, dasa die Parameter A,, Äg, Ji^ 
auf einander senh-eeht stehen. Wir werden dazu den Werth 
von co8(Ag,A,) suchen. 

Da allgemein 

xd, yd. iS. 

cos {OiX) = , COa (tf,y) = - ■ , 008(^(2)=^^ — , 
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Ans dea Gleichungen (4') erhält man, wenn man die 
dritte von der zweiten snbtrahirt - und die Bedingungen (6) 

beachtet: 

es ist daher cos (h^h^) = 0; folglich sind k^ und A, senkrecht 
auf einander. Ebenso ISsst sich die Ferpeudikularität toq h^ 
auf h^ and hg beweisen. 

Infolge der gegenseitigen Perpendikulärität der Parameter 
^11 ^1 hf bilden die elliptischen Coordinaten Z,, l^,. l^ ein 
orthogonales System. Der Parameter Ä^ ist längs der Tangente 
an die Coordinatenlinie (l^ ^g) nach der Seite hin gerichtet, 
wo ^A^ > 0, Äj längs der Tangente an (>ls/i) nach der Seite 
J^ > und Ag längs der Tangente an (A^ i,^) °^*^^ ^^^ Seite 
Jl5>0. Die Bichtnngen der Parameter k^, \, \ sind zu- 
gleich auch die RichtuDgen der Coordinatenaxen. 

Diese Bichtungen haben noch folgende bemerkenswerthe 



Irgend swei von den Parametern hj, h^, Aj sind den Äsxn 
derjenigen Linie zweiter Ordnung parallel, die man als Schnitt 
ein^ diesen Farametem parallelen, durch das Cenkum gellten 
Ebene mit' derjenigen von den Flächen (A,), {X^), (ig) erhält, 
welche jene Parameter hervhren. 

Zum Beweise dieses Satzes wollen wir mit 

(abc), (a'b'e), {a'V'c") 

resp. die Cosinus der Winkel bezeichnen, die vom Badius- 
vector r ^ OM und den Parametern h^ und Ag mit den Äsen 
Ox, Oy, Oz gebildet werden. Ana den Gleichungen (4') er- 
geben sich durch Subtractioo der zweiten und dritten von der 
ersten die Gleichnttgen 

welche ausdrücken, dass \ und h^ auf A, senkrecht stehen. 
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Da aber 

X ly : s = aib-.c, - : ^ :— = o' : 6' : c', 

** o, ß, y, ' 

'^rS^ F. = »■'■"■■-"> (") 

SO köimeii die Gleichungen (8) auch wie folgt, geschrieben 
werden: 

Aus den Gleichungen (8) folgt noch, wenn man sie von 
einander subtrahirt und die Bedingungen (6) beachtet, die 
Gleichung 



welche mit Hilfe der Proportionen (9) in die folgende flbei^eht 

Dieee Gleichung und die Gleichungen (10) sagen aus, 
dass die Bichtnogen des Kadiusvectors OM = r nnd det durch' 
den Mittelpunkt der Fläche (A,) parallel den Parametern 
h^ und hg gezogenen Geraden eia System von conjugirten 
Durchmessern bilden; also sind die zu k^ und h^ parallelen 
Geraden conjugirte Durchmesser der Curve, in welcher die 
Ebene dieser Geraden die Fläche (^i) schneidet Da sie aber 
auf einander senkrecht stehen, so sind sie die Axen dieser 
Curve. 

Es seien g und g' die Halbsten dieser Gurre. Man kann 
sie leicht in Function der elhptischen Coordinaten ausdrücken 
und dann aus ihnen Ausdrücke für die Parameter h^, Äj, h^ 
finden. 

Wenn man in der Gleichung der Fläche (A^) 

setzt X = ga, y = qV, z = gc', so giebt dieselbe 

wegen des Parallelismus von q und S^ hat man aber: 

' = ^ h' = th ' = ^ . 
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9' (^ + ä4^ + -AI V = 1- (11) 

Die Formel für das vom Mittelponkte auf die Tau- 
gentenebene gefällte Perpendikel [s. S. 112 Form, (c)] giebt: 

J_ = _^ j_ J^ 4. f! 

Subtrahirt man hiervon die Bedingung der Perpendikularität 
von A, und h,,, nämlich 

BO folgt 

was in Verbindung mit Gleichung (11) giebt: 

P* = «1 — «s = ^1 — ■^■ 
Ebenso findet man: 

e' ^ <^i — «s ^ ^1 — '^■ 
Das Product p^'dj ist das Yolumen des über den con- 
jugirten Semidiametem p, p, qf der Fläche (A,) construirten 
Parallelepipedons; nach einem bekannten Satze ist dieses 
Volumen dem Volumen des über den Halbaien Y^it Vßi> VYi 
derselben Fläche construirten Parallelepipedons glgich; es 
ist also 

«.Vp' - «■ A j-ii 

faierans ergiebt sich: 

S 3 _ ^ßj_y± — <■■ ft r. . 

• p' ?■' C«, - «,) («. - «,) ' 

da aber Ä, = 25^, so ist endlich: 

Ebenso findet man: 

^ "K-^JK-",)' ^ "(",-«.)(«.-«.)• 
Aue diesen Formeln erhält man Ausdrücke für die Para- 
meter A,, hj, kg in den elliptischen Coordinaten A^, Ag, ^g, 
und zwar: 

Somofr, Hechauik. I, 9 
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i«^ X,) (a, -M.) (g , + 1,) 

y, - i.) (i. - ^3) 



i, ~ 9 T /i". 4-VK + ^,) K + ^) no-, 



'^ ~ '^ K (1. " i.) (1, - 1,- 






58. Die geradlinigeti Coordinateu x, y, s lassen sich 
folgendermassen als Functionen der elliptiBchen Coordinaten 
k^, Ag, A, ausdrücken. 

Setzen wir in Gleichung (3) 

o, -+- i = K, a, — Oj = »», «1 — % = «, 
so erhalten wir eine Gleichui^ dritten Grades fSr a 
a* — (m 4- M + ^* + y* + ^*) «^ + 
[»»» +.{»» + n) a:* + ny' + m^^] « — «t««* = 0, (13) 
deren Wurzeln «j, «g, Cj sind. Da das Product dieser Wurzeln 
dem das a nicht enthaltenden Gliede, mit entgegengesetztem 
Zeichen genommen, gleich sein musa, so ist 

«1 «g «j ^ mnx^, 
woraus folgt 

^ ^ or. g, ar, ^ a, «, a, 

mn (a, — <h) (a. — a.l ' 

folglich ist 



_ _ 1 l/ fa + ^,) («1 + h) K + ^) . 
— »^ W - o,) («, - o.) 

ebenso erhält man: 



-y- 



'(3j- 1.) K + ^) K + h) 
(a, -a,)(a.- a,) 



^ r (a, _ a,) (a, _ „,) 



Diese Formeln dienen zur Transformation irgend einer 
-Function der Coordinaten x, y, z in eine Function der Co- 
ordinaten A,, Ag, ^3, Zu ihnen tritt noch der Ausdruck des 
Quadrates des Itadiusrectors OM^ r in elliptischen Coordinaten 
hinzu. Nach der Eigenschaft der Wurzelsummen hat man 
aus Gleichung (13) 

«, + «3 4- 05 = )K + w -j- a;* + */' + z", 
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woraus folgt: 

x^ -\- y^ -{- 3^ ^ a^ -\- a^ -{- K^ — m — n 
oder 

r<-a, + a, + a, + i, + i, + i,. (14) 

Die elliptischen Coordinaten finden sehr wichtige An-^ 
Wendung in der Geometrie, der Mechanik und der mathe- 
matischen Physik.*) 

TransfomuUion vermittelst reciproker Radienvectoren. Tfwmson'sche 
Coordinaten. 

59. Wir wollen noch ein bemerkenawerthes orthogonales 
Ooordinatensjstem betrachten, das in der Mechanik und mathe- 
matischen Physik nicht selten vorkommt. 

Wenn V eine Function des Punktes ji ist, von welchem 
ein anderer Punkt m derart abhängt, dass man, wenn die Lage 
des eretereu bekannt ist, die Lage des zweiten bestimmen kann, 
so ist V auch eine Function des Punktes m; daher sind die 
Coordinaten des Punktes jt, von welcher Art sie auch sein 
mögen, auch Coordinaten des Punktes m, aber im allgemeinen 
von anderer Art 

Nehmen wir nun an, die Beziehung zwischen (i und m 
bestehe darin, dass die beiden Punkte auf einer und derselben, 
durch den festen Ursprung gehenden Geraden liegen und dass 
die Eadienvectoren Oit, = Q und Om = r einander umgekehrt 
proportional sind, d. b. dass das Pioduct Qr einer gegebenen 
Constanten Grosse c^ gleich ist. Auf Grund dieser Beziehung 

*) Eine aDsfühTlicbe Darlegung der EigeDBchafteu der confocalen 
Flächen zweiter Ordnung findet man in dem Werke von G. "Salmon: 
A TreaÜBe on the Änalytio Geometry of ttree DimenBions, third edition, 
Dnblin 1874; (die deuteche Ueberaetzung nnter dera Titel: Analytische 
Geometrie dea Raumea von G. SalraoD, deutsch bearbeitet vonDr. W.Fiedler, 
3. Aufl., 1874). Wir haben diesem Werke die Methode, die Para- 
meter in elliptischen Coordinaten auszudrucken, entnommen. Die von 
uns dargelegte Methode, die geradlinigen Coordinaten in elhptischen aaa- 
zndrücken, findet sich im XI. Bande des Jouroal de math^matiquea piires 
et appliqa^s de J. Lionville, p. 177. Andere Methoden zur Dar- 
atellnng der Coordinaten sowie auch der Parameter findet man in den 
Vorlesungen über Dynamik von Jacobi. 
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verwandelt sich das geometrische Gebilde von einer, zwei oder 
drei Dimensionen, dem die Punkte fi angehören, in ein geo- 
metrisches Gebilde von ebensoviel Dimensionen för die Pmikte 
m, und ebenso verwandelt eich das Gebilde der Punkte m in 
das Gebilde der Punkte ft. Diese Methode der Umwandlung 
der geometrischen Oerter der Punkte ft und m heisst Trans- 
formation vermittelst reciproker Radienvectoren (transformation 
par rayoDs vecteurs r^ciproques),*) 

Aus gegebener Lage des Punktes fi bestimmt sich die 
des Punktes m folgendermassen. Denken wir uns eine Engel, 
die ihren Mittelpunkt in dem gegebenen Punkte und einen 
Radius gleich c hat und construiren wir auf die bekannte 
Weise die Ebene der ersten Polare für den Punkt ft bezüglich 
dieser Kugel; der Schnittpunkt dieser Ebene mit dem Radius- 
vector Oft ist der Ort des Punktes m; denn man hat nach 
einer Eigenschaft der Polare Om ■ Oft = c*. Umgekehrt ist 
der Schnittpunkt der Polare des Punktes m mit dem Radins- 
vector Om der Ort des Pmiktes (i. Nach einer Eigenschaft 
der Polare sind die Punkte p und m conjugirt harmonisch 
bezüglich der Schnittpunkte der Geraden Oft mit der Kugel- 
oberfläche. Bewegt sieh fi auf einer Fläche (£), so wird sich 
m auf einer andern Fläche (ff) bewegen, welche die Enveloppe 
aller Polaren des Punktes (i ist. Ebenso ist {£) die Enveloppe 
aller Polaren des Punktes m. 

Uebrigens gilt diese Bestimmung des Punktes m aus 
einem gegebenen Punkte (i nur f3r den Fall, dass ^ und m 
auf derselben Seit« des Anfangspunktes liegen. Wenn aber 
ft und m auf verschiedenen Seiten von liegen, so muss 
man den Schnittpunkt m' der Polare des Punktes fi mit dem 
Radiusvector Ofi bestimmen und dann, um den Punkt m selbst 
zu finden, eine Strecke Om, gleich und entgegengesetzt 0,m', 
auftragen. 

Gesetzt, (i sei durch geradlinige rechtwinklige Coordinateu 



*) William Thomson, dec diese Uethode zur LOBimg von Problemen 
der Elektroetatik erdacht«, die sich auf die Vertheilung der Elektnoitet 
auf Leitern besiehen, oaiiDte aie daa Prinoip der eleklrisdten Bilder 
(principle of electiical image»). S. Cambridge and Dublin Math. Jowtn., 
Vol. III, p. 141 Note. . 



DyGoogfc 



- 133 ~ , 

x,y,s in Bezug auf die Axen Ox, Oj/, Os bestimmt. Mao 
kam) X, y, z als Coordinaten des Punktes m betrachten; die- 
selben sind, wie wir gleich sehen werden, krummlinig, denn 
m bestimmen drei Engeln, die sich im Punkte m schneiden. 
Bezeichnet ip den Winkel, welchen die Radienvectoren 
p und r mit der a;-Äxe bilden"), so ist x ^ (> cos ff, und nach 
der Bedingung ^r = c* erhält man: 

X ^ — cos y. (1) 

Für einen constanten Werth von x ist dies die Gleichung 
derjenigen Fläche, in die sich die der Ebene yOs parallele 
CooTdinatenebene (x) verwandelt. Man sieht leicht, dass diese 
Fläche eine Eugel ist. Setzt man in der vorigen Gleichung 
fl)=.0 für a: > oder <p = 180* für a; < und bezeichnet 
man den entsprechenden Werth von r mit a, so wird: 

a: ^ + — , und a = + - ; 

in dieser Entfernung vom Coordinatenanfang schneidet die 
Fläche (1) die Axe Ox. Der Schnittpunkt A (Fig. 33) liegt 
anf der Seite der positiven x, wenn a; > 0, und auf der Seite 
der n^tiveu x, wenn a; < 0. Die Gleichung {1} geht über in 

r = -j- a cos 9, • 

und dies zeigt, dass der Punkt m der Endpunkt eines von A 
auf die Gerade Oft gefällten Perpendikels ist; folglich ist die 
^ ^^ Fläche (1), d. h. das Niveau [x) für 

den Punkt m, eine Kugel vom Durch- 
messer OA. Ist D der Mittelpunkt 
dieser Kugel, d. h. die Mitte von 

- 0^, so ist der Badius Um die Nor- 
male dieser Fläche; folglich muss 
der Differentialparameter, dessen 
Grösse x ist, die Richtung dieses 
Radius haben. Bezeichnen wir diesen 

Parameter mit A, und suchen wir seine Grösse und seinen 




*) Wie beschi^kea nna auf den Fall, i 



I (f unil r denselben Sinn 
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Sinn. Aus der Formel 3; ^ + — ist ersichtlich, dass im Falle 
a; > bei wachsendem x der Darchmeaser a = OA und der 
Radius Dm abnehmen; dadurch wird der Punkt m nach dem 
Inneren der Kugel {x) verschoben. Im Falle 3; < wachsen 
bei wachsendem x auch der Diameter OA ^ a und der Radius 
Dm; dadurch verschiebt sich der Punkt m aus der Kugel (x) 
heraus. Folglich ist im ersten Falle'%, nach dem Inneren, im 
zweiten nach dem Aeusseren der Kugel (x) gerichtet. 

Die Grösse von h^ kann man folgendermassen finden. 
Man ertheile dem Punkte »i eine Verschiebung auf dem Radius- 
vector Om; dadurch ändert sich 91 nicht und Gleichung (1) 
e^iebt: 

^= ~liCoaq>; (2) 

es ist aber auch 5-* ^ ^ cos {\r), wo der Winkel (Air) immer 

gleich 180" — q> ist wegen der Gleichheit der Winkel DmO 
und DOm-, daher ist 

— =L — Aj cos ip 

und die Gleichung (2) giebt: 

h--.-'.--- 

• r c r 

Ebenso findet man, dass das Niveau (if) iiir den Punkt 
m eine Kugel ist, deren Mittelpunkt auf der Äse Oy liegt 
und deren Durchmesser OB = + — ist. Der Parameter Äj 
der Grösse y hat die Richtung des Radius dieser Kugel und 
ist gleich- -j . Das Niveau (s) endlich ist eine Kugel, deren 
Mittelpunkt auf der Axe Oe liegt und deren Durchmesser 
0C= + — ist; der Parameter Aj der Function e hat die 
Richtung des Radius dieser Kugel und ist gleich -;. Es sind 
also alle drei Parameter Aj, h^, Aj der krummlinigen Coor- 
dinaten x, y, z des Punktes tn einer und derselben CrSsse 

i! = ?! ^ ? 
gleich. 
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Die krummliuigen Coordinaten x, y, z des Punktes m 
sind orthogonal; denn ihre Parameter h^, h^, h^ sind auf ein- 
ander senkrecht. Zum Beweise wollen wir annehmen, D und 
i! seien die Mittelpunkte der Xugeln (x) und (j/) ; ziehen wir 
dann DE, Um und Em, so erhalten wir zwei, wegen der 
Gleichheit der Seiten congruente Dreiecke DmE und DOE, 
und, da ^DOE ein Rechter ist, so ist auch ^ DmE, der 
Winkel der Parameter A^ und \, ein Rechter. Ebenso lässt 
aich beweisen, dass die Winkel {h^ \) und (k^ h^) Rechte sind. 

Die geradlinigen, rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 
fi sind daher krummlinige rechtwinklige Coordinaten des 
Punktes m. Die Coordinatenaxen des letzteren Systems iailen 
mit den Riehtungen der Parameter Äj, h^, k^ zusammen. Wir 
werden derartige Coordinaten Thomson' sehe Coordinaten nennen, 
da dieselben von dem englischen Mathematiker William Thomson 
in -die mathematische Physik eingeführt wurden. 

60. Die Function Y ^ f{x,y,2) der geradlinigen Coor- 
dinaten X, y, des Punktes fi ist eine Function der krumm- 
Hnigen Coordinaten des Punktes m. Bezeichnet 77 den Para- 
meter von V, wenn V als Function des Punktes (i an- 
gesehen wird, und P den Parameter von V, wenn es als 
Function des Punktes m betrachtet wird, so hat man: ■ 

nco.(i7«) = |{, nccB{nf)~li, i7eo.(;7«)-|{i 

Pcos(P*,)-f;g, PcoB(Pk,)-f,^, Pcos(Pi,)-«-,'|{; , 
folghch ist: 

co8(PAi) = cos{7Ia:), cos (PA^) = cos (77^), cos (PÄ^) = cos (Jle). 

Diese Formeln zeigen, dass der Parameter P mit den Co- 
ordinaten^rametem \, \, h^ dieselben Winkel bildet, die der 
Parameter II mit den Äxen Ox, Oy, Oz bildet; ttoftei swm? die 
'Rxramder P und II den Entfernungen q und r der Punkte (i 
und m vom Ursprwng umgekehrt proportional. 

Aus dieser Eigenschaft des Parameters P ergeben sich 
hemerkenswerthe Eigenschaften des Systems der Punkte m, 
in welches das System der Punkte [i durch die Transformation 
KbeigehL 
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Gesetzt, die als Functioneu des Punktes (i angesehenen 
Grössen V und V haben die Niveaux (S) und (2^). Diese 
Flächen gehen bei der Transformation vermittelst reciproker 
Kadienvectoren in die Flächen (Ä) und (5") über, welche die 
Niveauflächen sind, wenn V und V als Functionen des 
Punktes m betrachtet werden. Die Parameter P und P* dieser 
Functionen müssen, wie oben bewiesen, mit den Coordinaten- 
Parametern A,, Äj, Äj dieselben Winkel bilden, welche die 
Parameter 11 und II' der als Functionen des Punktes fi be- 
trachteten Grössen V und V mit den Axen Ox, Oy, Os 
bilden. Daher ist der Winkel (FP') dem Winkel {1111') 
gleich, und folglich bilden die Tangentenebenen der Flächen 
(S) und iß') im Punkte m einen Winkel, der demjenigen 
gleich ist, welchen die Tangentenebenen an die Flächen {S) 
und {2^) im Punkte p, bilden. Werden drei Flächen {S), 
(2/), {S"), die sich im Punkte /t schneiden, in die Flächen 
{S), (S'), (S") tranaformirt, so müssen die letzteren sich im 
Punkte m schneiden, und ihre Tangentenebenen in diesem 
Punkte müssen eine körperliche Ecke bilden, die mit derjenigen 
körperlichen Ecke congruent ist, welche die Tangentenebenen 
der Flächen {21), {21'), (21") im Punkte ft bilden. Man sieht 
daraus, dass, wenn zwei Linien {0), (</), die sich im Punkte 
(i schneiden, in (s) und {s) transformirt werden, die Tan- 
genten der letzteren im Punkte m einen dem Winkel der 
Tangenten an (ff) und (ff') im Punkte (i gleichen Winkel 
bilden. 

Nehmen wir nun noch eine Fläche ^(2?'") hinzu, die die 
Schnittlinien der Flächen (S), {21), {21') in decn Punkten v, 
v', v" trifft, welche unendlich nahe bei fi liegen. Die vier 
Flächen {£), {2f), {21'), {21") begrenzen ein Volumen y^yy-y" 
dessen drei Dimensionen sämmtlich unendlich klein sind und 
das man als das Tetraeder ansehen kann, welches die Tan- 
gentenebenen der Flächen {2l), (21'),X21") im Punkte (i mit der 
Tangentenebene von {21") in einem der Punkte v, v , v" bilden. 
Dieses Tetraeder transformirt sich in ein Tetraeder mnnri', 
dessen ebene Winkel und Flächenwinkel den entsprechenden 
Winkeln des ersten Tetraeders entweder gleich sind oder sich 
von jenen doch nur um unendlich kleine Grössen unter- 
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scheiden. Yemachlässigt man also jene unendlich kleinen 
UiiterBchiede, so kann man sagen, dase die Tetraeder mnn'n" 
und fivv'v" ähnlich sind und dass zwei entsprechende Volii- 
niina von endlichen Dimensionen in dem Systeme der Punkte 
p. und in dem der Punkte m derart in Theile oder Elemente 
von drei unendlich kleinen Dimensionen zerlegt werden können, 
dass die entsprechenden Elemente ähnlich sind. 

Ebenso lässt sich beweisen, dass entsprechende Flächen- 
räume {£) und (jS) von endlichen Dimensionen sich in ahn- 
liche Elemente von zwei unendlich kleinen Dimensionen zer- 
legen lassen. Das Yerhältniss zwischen den Grössen der ent- 
Bprechenden ähnlichen Elemente ändert sich im Allgemeinen 
beim Uebergange von einem Paare von Elementen zu einem 
anderen. Zur Bestimmung dieses Verhältnisses wollen wir das 
Yerhältniss zwischen zwei entsprechenden unendlich kleinen 
Linien ^fi' und mm'. zu bestimmen suchen. Da Ofi-Ow =^ c^ 
und Oft . Otn' => c*, so ist 0^ . Om = Oft . Om' ; folglich 
0(1 : Ofi = Om : Om, und es sind dalier die Dreiecke (iOft' 
und m'Om ähnlich, weil sie im Punkte einen von pro- 
portionalen Seiten eingeschlossenen gemeinsamen Winkel haben; 
folglich ist: 



Gesetzt, es sei (ifi die Sehne des in ft endigenden Bogen- 
iucrementes ^a der Curve (ff) nnd mm die Sehne des in m 
endigenden Bogenincrementes ^s der dem (ff) entsprechenden 
Curve (s). Dann ist die Grenze des Yerhältnisses ——• gleich 
T^; dieselbe soll aber der Grenze des Verhältnisses jr- gleich 
sein, die wiederum dem Verhältnisse jy-, ^ - gleich ist. Man 

hat daher j~ °= ~ = Tj ^^ ^ ^^^ gemeinsame Werth der Co- 
ordinatenparameter ist. 

Das Yerhältniss der ähnlichen Flächenelemente in den 
Punkten u nnd m ist -^ >= r-, , und das Yerhältniss ähnlicher 

Eörpereiemente ist — , = jn ■ 
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Ist <T der vom Punkte ^i. und s der rom Punkte m ia der 
Zeit t durchlaufene Weg, so ist das Verhältnias der Ge- 
schwindigkeiten dieser beiden Bewegungen zur Zeit t 

dt' dt ^' e ' 
d. h. die Geschwindigkeiten sind den Entfernungen der h&veglichtn 
Punkte vom Ursprung proportional. 

61. Bezeichnet man mit |, tj, i die geradlinigen Coor- 
dinaten des Punktes m bezüglich der Axen Ox, Oy, Oz, so 
hat man: 





i:x = Ji:y 


woraus 


sich ergiebt 


. S = 


c'x 


X' + y' + z-' 



-y' + j" " X> + J,' + ^'! 



^e' + ij' + ä" * l' + ti' + £"/ S' + 's' + t'' 

Die ersten drei Formeln können zur Transformation der 
Gleichung einer in geradlinigen CoonÜnaten |, t}, £ gegebenen 
Fläche {S) in eine Gleichung in krummlinigen Coordinaten 
X, y, z dienen; diese letztere Gleichung ist dann augleich die 
Gleichung der Fläche (2^) in geradlinigen Coordinaten x, y, z. 
Die übrigen drei Formeln dienen zu der umgekehrten Trans- 
formation. 

Betrachten wir nun einige wichtigere Beispiele von Trans- 
formationen einer Fläche (S) in eine Fläche (S). 

1) Es soll die Ebene (i) 

ax-\- ßy -\-yz = S 
transformirt werden. 

Die Gleichung der transformirten Fläche (S) in gerad- 
linigen Coordinaten |, ii, g ist: 



8«i+_ß^ 



^ = d. 



£• -f- V + £■ 
Dieselbe läast sich leicht auf die folgende Form bringen 

{i - S)' + {"- ?Ö' + (s - öT- Ä f«' + "' + «. 
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die eine Kugel darstellt. Der Mittelpunkt derselben hat die 
Coordinaten 



der Radius ist gleich t-s ^0.^ + ^* + y'', sie geht durch den 
Coordinatenur Sprung und ihr Mittelpunkt liegt auf dem, vom 
Ursprung auf die Ebene {Z^ gefällten Perpendikel. 

Wenn die Ebene {£) durch den Ursprung geht, so 
transformirt sich ihre Gleichung 

ax -^ ^y -\- yz = 0, 
in die Gleichung 

«l + /J»? + j'S = 0, 

die eine mit (£) zusammenfallende Ebene darstellt 

Eine in der Ebene {H) gelegene Gerade (}.) geht durch 
die Transformation in die Peripherie desjenigen Kreises über, der 
durch den Schnitt der Kugel (S) mit der durch den Ursprung 
und die Gerade (A) gehenden Ebene entsteht. 
2) Die Kugelfläche (£) 

zu transformiren. 

Die Gleichung der transformirten Fläche lässt sich in 
die Form bringen: 

WO S^ = a^ -\- ß^ -\- y^. Diese Gleichung zeigt, dass (S) eine 
Kugel ist; die Coordinaten ihres Mittelpunktes sind 



{i-^^' + {n-^w)' + {i - i^vf-w- 



ihr Radius ist gi_j>i oder j,i_gi > je nachdem d > It oder 
S<lt ist 

Nehmen wir noch die Kugel {£^ 

(x-aj + (j,- ^)> + {l-yj - E' 
hinzu. Dieselbe geht in die Kugel (S') 
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über, wo 

f - „■• + ß^ + /: 

Die beiden Kugeln (S) und (8') sind concentrisch, wenn 

daraus ei^ebt sich zunächst die Bedingung 

«' : a = (}- : ^ = y' : y, 
■welche aussi^, dass die Mittelpunkte der Kugeln (£) und 
(27') in einer durch den Ursprung gehenden Geraden liegen 
maasen; femer die Bedingung 

Ä> _ HS" =" a > 

durch welche die gegenseitige lAge der Kugeln (£) und {U') 
bestimmt ist. 

Diese Bedingung kann man auch schreiben: 

^- n^ _ a"' — g' 

d- ™ *' ' 

oder 

B' — ä* _ g'-d '? 
a . T ■ 

Die Grösse — r — oder — ^ — (je nachdem d > ü oder 
tf < jß) ist der Abstand des Funkies von der Polare dieses 
Punktes bezüglich einer Kugel YOm Radius B; folglich besteht 
jene Bedingung darin, dass der Ursprung bezüglich beider 
Kugeln eine gemeinsame^ Folarebene haben muss. Daraus 
lässt sich leicht eine Construction der einen Kugel ableiten, 
wenn die andere gegeben ist. 

Diese Transformation zweier nicht concentrischen Kugeln 
in concentrische findet eine wichtige Anwendung bei der 
Lösung des Problems von der Vertheilung der Elektricität 
auf sphärischen nichtconcentrischen Leitern.*^) 

*) Anefühilichere Untersuchungen über die Tranaformatioii durch 
rpciproke Radienvectoren finden eich in einem M^Moire von Lioaville, 
das im XU. Bande des Journal de Math^matiques pnrea et appliqnäea 
■steht, HOwie in eeiner Note VI m dem Werke von Monge, Application 
de l'analjBB & la Gäom^trie. Einige Anwendungen auf die LSaung von 
Problemen der Elementargeometrie nud der sphUrischen Trigonometrie 
findet man in dem Werke von Paul Serret, Des möthodea en Q6o- 
mitne, Paris 1865. 
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■ Homogene Coordinaten. 

62. Sind jj, q^, q^, q^ vier Functionen des Punktes m, 
so sind die Verhältnisse von dreien unter ihnen zu der vierten, 
E. B. 



drei neue Functionen des Punktes m, die als Coordinaten des 
Punktes m angesehen werden können. Bei derartigen Coor- 
dinaten lässt sich die Gleichung /■(— , -, -j = einer be- 
liebigen Fläche in eine in Bezug auf die vier Grössen q^^, q^, q^, q^ 
homogene Gleichung umformen; daher nennt man diese vier 
■ Grossen die homogenen Coordinaten des Punktes m. 

Wegen der bekannten Vortheile, welche die ganzen ho- 
mogenen Functionen in der Änalysis gewähren, zieht man 
häufig die homogenen Coordinaten anderen nicht homogenen 
vor. Die gebräuchlichsten homogenen Coordinaten sind die 
tetraedrischen, welche die Entfernungen des Punktes m von den 
vier Seitenflächen eines Tetraeders sind. 

Die drei Functionen jj, q^, q^ eines Punktes tn, der einer 
gegebenen Fläche {S) angehört, lassen sich als homogene 
Coordinaten dieses Punktes ansehen, indem sie dessen Lage 
durch die Yerhältnisse zweier von diesen Functionen zu der 
dritten bestimmen, z. B. durch die Verhältnisse — , — . Die 
gebräuchlichsten homogenen Coordinaten in der Ebene sind 
die irilinearen Coordinaten, welche die Abstände des Punktes 
Ton den Seiten eines gegebenen Dreieckes sind. 

63. Sind A, , \, \, \ die Differentialparameter der ho- 
mogenen Coordinaten q^, q^, q^, q^, so ist der Parameter P 
der Function 

y = f{ai, fej 3s. 2*) 
(s. §. 52) die geometrische Summe der vier partiellen Para- 
meter: 



-*., -p.- 



^83." 
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die man auf h^, h^, h^, h^ in dem durch das Vorzeichen der 
partiellen DeriTirten ^ bestimmten Sinne aufträgt. 

Es seien z. B. g^, q^, q^, $« tetraedrische Coordjuaten, 
d. h. die Tom Punkte m auf die Flächen eines gegebenen 
Tetraeders T gefällten Perpendikel. 

Dann ist hf •= h^ ^ hg ^ h^ ^ l, und 

P._+|?, P,- + |^, P.- + I?, A- + f. 

1 _!_ gg, ) a -!- gg, ' 3 ~ dq,' * ~Sq, 

Wir setzen allgemein P,- ^ -~ , indem wir P( als eine 
im Sinne der positiven oder negativen g,- aufgetragene positive 
oder negative Strecke betrachten. Ist nun V eine homogene 
Function vom m*™ Grade, so hat man: 

Zwischen den tetraedrischen Coordicaten q^, q^, q^, q^ be- 
steht eine lineare Gleichung, die man folgendermasaen erhält. 

Bezeichnen wir mit Q^, Q^, Q^, Q^ die Flächenzahlen der 
Seiten des Tetraeders T, auf die die Perpendikel g,, Oj, q^, q^ 
gefällt aind, und nehmen wir allgemein als Richtung der 
positiven qi diejenige an, welche von der Fläche Qi nach der 
Seite hin geht, wo sich die ihr gegenüberliegende Tetraeder- 
ecke befindet; endlich bedeute T das Volumen des Tetraeders. 
Da dieses Volumen die algebraische Summe derjenigen vier 
Pyramiden ist, die die Seitenflächen Q^, Q^, Q^, Q^ zu Grund- 
flächen und den Punkt m zur gemeinschaftlichen Spitze haben, 
so hat man für jede Li^e des Punktes die B«lation: 

Qi2t + Q^q, + Q,q, + Q.q, = sr. (2) 

Mit Hilfe dieser Bedii^ung kann man aus der Function 
V eine der Coordinaten ^[J q^, q^, q^ eliminiren und sie so 
in Form einer Function von drei unabhängigen Variablen 
darstellen. Mit Hilfe derselben Bedingung kann man jede 
nicht homogene Function der Variablen q^, q^, q^, q^ homogen 
machen, indem man die zur Homogeneit-ät fehlenden Dimen- 
sionen durch Potenzen der Grösse 

aV (ftät + Q.'h + e.?. + ÄSJ 
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ei^änzt; jede homogen« Function V ^ f(qi, q^, g,, g,) Tom 
«'" Grade kano man in der Form eines Bruches 



darstellen, der, wenn man Zähler und Nenner durch 3," dividirt, 
zu einer Function der Verhältnisse von drei Goordinaten zur 
vierten wird, 

64. Für den Fall einer linearen homogenen Function 
geht der Ausdruck (1) über in 

F-P,«, +P,3, + i',«, + P.3„ 
WO Pj, Pj, Pg, Pj constante Grössen sind. Bezeichnen wir 
denselben zur Abkürzung mit 

V-SP,,,. (3) 

Nnn sei V der Werth dieser Function filr einen anderen 
Punkt »»' (g'i, g'a, g'a, s'4); man hat dann 

r = SPtq't 
und 

r-F-2;p,(3',-ä,). 

Hierin ist q'i — q die auf P( projicirte Entfernung des 
Punktes m von m', die wir mit r bezeichnen wollen, indem 
wir den Punkt m als Ursprung ansehen; es ist also 

q'i — ^i^r cos (rP) 
und daher 

r'—V=£:Pir cos (Pir) = r SPt cos (Pr); 
aber J?P, cos (P.r) ist der Projection des Parameters P der 
Function V auf r gleich, denn P ist die geometrische Summe 
der partiellen Parameter P,, Pg, P^, P^; folglich ist: 

F'— r=Pr cos (Pr). (4) 

Ist V = V, so ist cos (Pr) = 0, und der Punkt m' muss 
in einer durch m senkrecht zum Parameter P gelegten Ebene 
liegen. Daraus folgt, dass die Niveaufläche (F) eine Ebene 
ist. Und da P eine constante Richtung hat, so sind die den 
verschiedenen Werthen von V und V entsprechenden Niveau- 
flächen einander parallel. Für V > F ist die Projection 
r cos {Pr) die Entfernung der beiden Niveauebenen von ein- 
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ander. Bezeiclmet mac dieselbe mit ä, so eigiebt sicli aus 
Gleichimg (4) die Formel 

d-r^j: (5) 

zur Bestimmung dieses Abstandes fQr gegebene Werthe von 
F, V und P. 

Sind P^, i*g, Pg, Pj, d. h. die Coefficienten der linearen 
Function V=£Piqi gegeben, so bestimmen sich die Grösse 
des Parameters P und die Cosinus der Winkel seiner Kichtung 
mit den Richtungen der Coordinaten durch die Formeln: 



P = ySFtPiCoaiqtq,), (6) 

■ cos (P30 = 11". (7) 

Die Betrachtung der linearen Function V= SPiqt, ihres 
Parameters P uud der vorstehenden Formeln (4), (6), (7) kann 
mit Yortheil zur Behandlung von Au^abeu der analytischen 
Geometrie benntzt werden, die sich auf die Ebene und Gerade 
im Räume beziehen.*) Wir beschränken uns hier auf die 
EntwickeluQg der Gleichung der Ebene und der Entfernung 
eines Punktes von einer Ebene. 

Die Gleichung 

V= ZPiQi 

ist bei constantem Pi und V die allgemeine Gleichung einer 
Ebene in tetraedriachen Coordinaten. Sie kann mit Hilfe der 
Bedingungsgleichung (2) in Form einer homogenen Gleichung 

dargestellt werden. * 

Die Entfernung S des gegebenen Punktes (/^, ^^, $',, q^ 
von der gegebenen Ebene V = SPiqi bestimmt sich aus 
Formel (5), nämlich 



I mau das Zeichen -f- oder — zu nehmen hat, je nachdem 

*] Uan wende z. B. die oben dargelegte Methode anf die LSanng 
r in den Lehrbüchern der Qeometrie deä Raumes von Salmou und 
lase behandelten Aufgaben an. 
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^Fiq'i > V oder 2FiC[i < V, A. h. je nachdem der Punkt 
(Sij ii7 'i'si i'i) bezüglicli der Ebene V •= 2^Piqi in dem 
Banme liegt, wohin der Parameter P gerichtet ist, oder im 



Wir wollen noch zeigen , wie man die Gleichung der 
Tangeutenebene einer gegebenen Flache erhält. 

Die Gleichung der krummen Ptäche (S) sei V^O, wo 
V eine homogene Function der Coordinaten q,, q^, q^, ^^ ist 
Die Pichtung dea Parameters P der Function V, der die geo- 
metrische Summe der partiellen Parameter 

P=£r P^^-T p=^ p^^ 

isl^ stellt die Normale der Fläche (S) im Punkte (g,, q^, qg, q^ 
dar; folglich ist die in diesem Punkte auf P errichtete senk- 
rechte Ebene die Tangentenebene der Fläche (S) in diesem 
Punkte. Nach dem oben Bewiesenen hat ihre Gleichung die 
allgemeine Form 

SPi^i =• 
oder 

wobei Ji, 3j, 3j, q^ constant und q'i, q\, 2*5, 3'^ die Variablen 
sind, welche die tetraedrischen Coordinaten eines beliebigen 
in der Tangentenebene angenommenen Punktes bedeuten. 

Betrachtet man dagegen in dieser Gleichung q\j g^^, q\, g"^ 
als constant und q^, q^, q^, q^ als veränderlich, so ist sie die 
Gleichung der ersten Polare, die dem Pole {q\, g'j, q'g, q'^ 
entspricht. 

65. Bezeichnen g,, q^, q^ die trilinearen Coordinaten des 
Ponktea m in einer gegebenen Ebene, d. b. die Abstände des 
Punktes von den Seiten eines gegebenen Dreieckes E, so hat 
man analog dem vorhergehenden für jede homogene Function 
r dieser Coordinaten: 

wo M der Grad der Fnnction V ist; femer sind 
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die auf den Richtangeii q,, q^, q^ aufgetragenec partiellen 
Parameter. Ihre geometrisclie Summe bildet den totalen Para- 
meter P, Ist die Function V linear, ao sind die partiellen 
Parameter P^, P^, Pg constant und es iat: 

F= P,q, + P,9, + Pgffg = 2;P,3,. 
Bedeuten dann §,, Q^, Q^ die Seiten des Dreieckes K, 
auf welche die Perpendikel q^, q.^, q^ gefallt sind, so hat man 
für jeden Punkt die Bedingungagleichung 

«iSi + Q,i, + Q,'h = 2ä:, (a) 

mit deren Hilfe man jede nicht homogene Function der Co- 
ordinaten $,, q^, q^ homogen machen und jede homogene 
Function als Function der Verhältnisse zweier Coordinat«n 
zn der dritten ausdrücken kann. 

Es lässt sich leicht beweisen, tind zwar ebenso wi& fQr 
tetraedrische Cootdinaten, dass die Niveaulime für eine lineare 
Function V eine Gerade ist. Die, zwei verschiedenen Werthen 
V und V entsprechenden Niveaulinien sind parallel und haben 
den abstand 

wobei die GrSsse und Richtung des Parameters P durch die 
Formeln 



C08(Pa,)=^-^ 
bestimmt sind. 

Die allgemeine Form der Gleichung einer geraden Linie 
in trilinearen Goordinaten ist 

p.i^ + p.i. + Pa-v. 

wo P,, Pg, Ps, V constant sind. Diese Gleichung lässt sich 
vermittelst der Gleichung (a) in die homogene Gleichung 

umformen. Bezeichnet man mit d den Äbsfand des Punktes 
(fi'ij 91) s's) ^on der Geraden (b), so ist: 
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Die homogene Gleichung 

/■(Si, «a, fc) = 
stellt eine ebene Curve dar; und die Oleichung 

ist bei conatantem q^, q^, q^ und variablen q\, q\, q'^ die 
Gleichung der Tangente jener Curve im Punkte (q,, q^, q^); 
bei Constanten g',, q^, q's aber und veränderlichen q^J q^, q^ 
ist sie die Gleichung der ersten Polare, die dem Pole (g'j, q^, q\) 
entspricht. 



. VIII. Oapitel. 

AUgemeiDe Methode znr Bestimtnmig der Lage und L&nge einer Geraden 
vermittelat ihrer Componenten oder ihrer Projectionen auf drei schief- 
winklige Äxen. Anwendung auf die BeBÜmmung 'der Geschwindigkeit. 

66. Die Grösse und Richtung einer beliebigen geraden 

Strecke r können entweder durch ihre Oomponenten oder durch 

ihre orthogonalen Projectionen auf drei, nicht in einer Ebene 

J.J j^ liegende Äxen bestimmt vrerden. 

K % Es seien Ma^ Ma^, Ma^ (Fig. 34) 

/ die g^ebenen Axen; «j, a^, a^ die 

/ Jtf' Cosinus der Winkel a^ Ma^, a^ Mo,, 

I ^y' «1 JM «a ; MM' eine dem r geometrisch 

«(/_ a gleiche Strecke; *■,, r^, r^ ihre Com- 

b/l'~"~~~~~'-^ ponenten nach den Richtungen der 

■^/f ^^^^~^~-~~\ gegebenen Axen und q^, g^, g^ ihre 

2 /*' orthogonalen Projectionen auf die- 

"* selben Axen. Nach einer bekannten 

Formel (s. §. 23 am Ende) hat man dann; 

r* =»-1^ + V + »-a* + 2a, r^ r^ + 2a^ r^ r^ + 2a^ r, r^; (1) 
ferner ist: 

e« = «sn + *'s + «i»"3> (2) 
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Diese drei linearen homogenen Functionen der Componenten 
r^, Tj, r, sind die halben Derivirten des Äasdrackes (1) nach 
diesen Componenten; setzt man also: 

B = ir^ = i(rj* 4- V + V + 2«! r^ r^ + 2«^ r^ r, 

+ 2«3 r, rO, (3) 

so wird: 



dB 



dB 



dB 



Pb = 2^ > Pa = 
Indem man die Gleichungen (2) nach r^, r^, r^ auflöst, 
findet mau die Componenten durch die Projectionen ausgedrOckt, 
nämlich 

»"i = 3 (^u Pi + Ai Pa + ^is Cs)> 

*■* = ^ (^!i 01 + ^w P* + ^äs Ps)» (■*) 

»'s = ^ (^31 Pi + ^3» Pa + ^33 Pa), 
wo ^ die Determinante 

- «3* + 2 a, «j «3 (5) 

und ^ri deren Derivirte nach dem in der r*™ Horizontal- und 
s*™ Vertikalreihe stehenden Elemente bezeichnet; dabei ist 
^n = ^u-, denn die Determinante ist symmetrisch. Man sieht 
leicht, dasa: 

-^11 = 1 — «!*) -^1» = a, «g — Äg, z/,3 ^ a, «3 — «a , 

^21 = «102 — «si ^aa ^1 — "Jg^j ^as ^ "'s % — "'i j (^i^) 

z/j, ^ a^Ug—- Og, ^gg ^ «^«8 — «1, ^33 = 1 — o^a 

Die Grösse R kann in Form einer homogenen quadratischen 
Function der Projectionen q^, p^, ^g dargestellt werden. Nach 
der Eigenschaft der homogenen Functionen hat man nämlicli 

„ .{dB , 8R , dB \ 

= i(pl»-l + ß3''2 + Psn). 

was infolge der Formeln (4) in 

-B = ^ {4i Pi^ + ^23 Pa' + ^ss Ps^ + 2 ^23 Pä P3 + 

+ 2^3,PgP, +2^„P,(,,) (6) 
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abergeht. Diese Formel heiast bezüglich der ursprünglichen 
(3) die ihr conjitgirte. 

67. Nehmen wir nun noch das System der Axen M\, 
M\, Mh^ hinzu, die zu den Ebenen 

a^Ma^, a^Ma^, a^Ma^ 
respective senkrecht und so gerichtet sein sollen, dass die 
Winkel h^Ma^, h^Ma^, h^Ma^ nicht grösser als 90" sind. 
Dieses Äxensystem werden wir das Gomplementärsyetem des 
ursprünglichen Systems der Äxen MOi, Ma^, Ma^ nennen. 
Da die Äxen Ma^, Ma^, Ma^ auf den Ebenen h^M\, h^Mh^, 
\ Mk^ senkrecht stehen, so bilden sie ihrerseits das Com- 
plementärsyetem des Systems Mh^, M\, Mh^. Die Cosinus 
der Winkel h^Mli^, ÄjJIfÄ,, fiiMh^ wollen wir mit ra,, oj^, Wj 
bezeichnen. Diese, sowie auch die Cosinus der Winkel k^Ma^, 
h^Moj, J^Müg lassen sich mit Hilfe det Determinanten ^ 
und ^rt ausdrücken. 

Zu diesem Zwecke wollen wir für einen Augenblick an- 
nehmen, es sei r eine der Einheit gleiche, auf der Eichtung 
Jifhf aufgetragene Strecke MA^ in diesem Falle ist 

9, = co3(Ä,Oi), (»8 = 0, pg = 0; 
wenn man mit r\ , r\ , r'g die Componenten der Strecke 
3fA nach den Axen Moj, Ma^, Mog bezeichnet, so ergiebt 
sich aus den Formeln (4): 

/j =-^cos(ÄiaJ, /ä = -^ cos(/(jO,), f'j = -^ cos (Ä, Ol). 

Nun ist aber MA die Projection der Strecke r\ auf die 
Äxe Mb^; denn eine zu a^Ma^ parallele, durch den Endpunkt 
von r\ gehende Ebene geht durch den Punkt A und ist zur 
Axe Mhi senkrecht; folglich ist 

1 = r\ cos (Aid,) = -^ cos*(Äia,); 

daraus folgt 

cos(AiOi) = "[/|-. _ (7) 

Ebenso findet man, dass 

«»(*•">> -yj. coBft..,)-]/^. (8) 
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Die Strecken r\ iiiid MÄ haben die gemeiusatne Projection 
MB auf der ^xe Mh^; denn die der Ebene a^Ma^ parallele, 
durch A gehende Ebene geht auch durch den Endpunkt C 
von /jj folglich ist: 

cos (A, h^) = r\ C03 {h^ a^) = -^ ]/— y-^ , 
d. h. 

Ebenso findet man, dass 



, Es seien nun m„ %, m^ die Gomponenten und %, Mj, «j 
die Projectionen einer Strecke r = JtfJlf' auf "die Axen .MÄ,, 
JlfÄj, .MAg; wir wollen die Abhängigkeit dieser Grössen von 
^i> **a> ^81 Pi) p2j p3 bestimmen. 

Eine zu h^Mkg parallele, durch den Endpunkt M' von r 
gebende Ebene steht auf der Axe Ma^ senkrecht und geht 
durch den Endpunkt von m^ ; daher haben r und m^ eine ge- 
meinsame Projection auf Ma^ d. h. es ist: 

m, cos(\<ii) = pj, 
also 



was nach Formel (7) liefert: 

•".-ftV^. _ (11) 

Ebenso findet man: 



».-s> 1/5, «..-<.. y?. 

r = Wi + % + »Kj, 



(12) 



-ß = i (wi + % + fHa? = i [»*i* + %' + »ij^ + 2«, % «»3 + 

+ 2o^ »ig m, + 2c>3 /»^ «ij], 
woraus man uiit Hilfe der Gleichungen (11) und (12) die con- 
jugirte Form (6) erhält 

Zur Bestimmung der Projectionen der Strecke r auf die 
Axen Mh,, M\, Mhg hat man: 
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«1 = T.^ , «2 = ^ — , **j = ä — • (l3j 

Eine zu (x^ Ma^ parallele, durch , M' gehende Ebene geht 
durch den Endpunkt von »■, und ist zu JfA, senkrecht; daher 
haben r und r^ eine gemeinsame Projection auf Mhj, d. h. 

daraus folgt 

'.-»y^ (14) 

und ebenso ergiebt sich: 



^. = «al/^- (15) 



Die Formeb (11), (12), (14), (15) können in folgender 
Form geschrieben werden: 

*«t = ö- y —r, ''i' = jzr V -^> ^'■^) 

wo k ^ 1, 2, 3. Ausserdem ist: 

^ : ^ : Ü^ = 1 : '^ . !i = yX, : VTZ : VTZ . 
Q, Qi 9i »1 Mj n, r II r üK r si 

68. Die Determinante 

J = l _„,»_„/_ «3» + 2a,aa«3 
werden wir Determincmte des ursprünglichen, Systems der Äxen 
Ma,, Ma^, Ma^ und die Determinante 

1 Gig Gl} 
J" ^ (Og 1 0)] =1 — Oj'' — Wj^ — (»3'' + iitOi (3; tOj 
(Dg ß}| 1 

Iklmnmanie des Complementärst/skms nennen. Bezeichnet man 
nun mit ifn die Derivirte der letzteren nach dem in der 
fc"" Horizontal- und i"™ Vertikalreihe stehenden Elemente, so 
ist nach den Formeln (7), (8), (9), (10): 

cos («lÄ,) =1/^7— , COB {a^ k^) ^= y -j— , 

cosia,h,)=yj-; (17) 

«,= -^^=,«,= -■^^'=,«3 = -^^^-; (18) 
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was sich reducireu lässt auf: 



= ^, 



so folgt: 



Ebenso findet man: 



^==- 



i ^« ^»j 



Hieraus ergiebt sich die bemerkenswerthe Beziehung 
zwischen ^ und ^'; 

^^ = ^,1 ^ij3 -^sa ■ ^11 ^S2 -^M- (19) 

Aus der sphärischen Trigonometrie ist bekannt, dass yJ 
das Volumen eines Parallelepipedons ausdrückt, dessen Kanten 
gleich 1 sind und die Eichtungen von Ma^, Ma^j'Mag haben. 
Man kann sich davon leicht auf folgende Weise Überzeugeu. 
Die Grösse Y^^ =^ Y 1 — «i* ist der Sinus des Winkels 
Oj Ma^ und stellt daher die in der Ebene dieses Winkels 
liegende Parallelepipedonseite dar; cos (o, A,) ^ 1/ — ist die 

Länge des aus dem Endpunkte der in Ma^ liegenden Eänte 
auf jene Seite gefüllten Perpendikels; folglich ist 

das Yolumen des Parallelepipedons. Aus demselben Grunde 
isty? das Yolumen eines Parallelepipedons, dessen Kanten 
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gleich 1 aiQd und die Winkel h^Mh^, h^Mhj, hjMh^ i 
schlieaaen. 

Die Grösse 

r, r^ r^ Y^ ' 
ist das Volumen eines über r^, r^, 
Parallelepipedons, dessen Diagonal« 

»(, «ij nif, y \ä 

das Volumen eines über »ii, %, % als Kanten errichteten 
Parallelepipedons , dessen Diagonale gleielifalls r = MA ist, 
69. Gesetzt, es sei M der Ort des beweglichen Punktes 



als Kanten construirten 
= MA ist: endlieh ist 



t zur Zeit t; 




Coordinaten; A^MA^, A^MAi, 
A, MA^ (Fig. 35) die Co- 
ordinatenflächen (gj), (gj), 
(23); MA^, MA^, MA, 
die Coordinatenlinien(22g3), 
(23 ai). (3i 3b) und -Mfli, JKoa, 
JlfOj die Coordinatenaxen, 
d. h. die Tangenten der 

Coordinatenlinien im 
Punkte M; dabei sei vor- 
ausgesetzt, dass die Axe 
MOj im Sinn^ von ^q^ > 
gerichtet ist, d. h. nach 
' "' der Seite, wohin man den 

Punkt M verschieben muss, um die Coordinate j, wachsen 
zu lassen; ebenso seien Ma^ nach der Seite ^q^ > und Ma^ 
nach der Seite ^^gg > gerichtet. 

Bedeuten nun Äj, Ä^, hg die Differentialparameter der Co- 
ordinaten äj , 2j, q^, so stellt sich Aj als das in M auf der 
Ebene a^Ma^ errichtete Perpendikel Mh^^ dar; ebenso h^ als 
das auf ögjlfa, errichtete Perpendikel Mhi und Äg als das 
Perpendikel Mh^ der Ebene a,Ma^; dabei sind die Winkel 
a^Mhj^, a^Mh^, OgMh^ spitz, da Mht und Jfat bezüglich der 
Fläche (gi) nach derselben Seite ^qt > gerichtet sind. 

Die Äxen Ma,, Ma^, Ma^ und die Axen Mh,, Mh^, Mhg 
bilden zwei Systeme die zu einander gegenseitig complementär 
sind. Auf diese beiden Axensysteme wollen wir nun die Formeln 
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der Torliergehenden Parftgraphen anwendeii, wobei wieder a, , 
Oj, «3 die Cosinus der Winkel a^Ma^, a^Ma^, a^Ma^ und 
Ol, »j, ö)j die Gosiiius der Winkel h^Mk^, hgJHk,, Ä,JtfJij 
bedeuten. 

Ausser den Differentialparametern /t^, h^, \ werden hier 
noch drei von ihnen abhängige Grössen auftreten, die wir 
reciproke Paranieter nennen wollen. Dieselben lassen sich 
folgendermassen allgemein definiren. 

Zter radp-oke Parameter der Coordinaie q,, de« mr mä 
Ur heeekhnen, ist der reciproke Werfh der Derivirtm der Co- 
(^dinate qr ««cÄ der Verschiäntng in der Ace Mar; dabei 
denken mr »ns diesen Werth als Länge auf Mor im Sinne 
Jqr > aufyeira{/en. 

Da die derivirte Function des Punktes q^ nach der Ver- 
schiebung in der Richtung Mar gleich der Projection des 
Parameters 7*r auf diese Axe, d. h. gleich K cos{A,ar) is*» 
so hat man: 

Macht man 

Mar = 1. „„; - A z -\ , 

80 ist dies die Strecke, welche den reciproken Parameter dar- 
stellt Da ^so arhr coa(arhr) = 1, so ist das geomelriscke 
Frodttd des directen Farameters K in den reciproken »r gleich 1. 
Die Formeln (7), (8) und (17) geben: 

Im Falle eines orthogonalen Systems ist 

COs(Ärar) = 1 Uud dr = p , 

Diese Grosse ist es , welche Lame mit Hr bezeichnet, 
(s. Lebens sur les coordonnees curvilignes, pag. 74). 

70. Gesetzt, der Punkt m durchlaufe in der Zeit r die 
Strecke MM; es seien g', + ^g,, q^ -j- ^q^, q^ -\- ^q^ die 
Coordinaten des Punktes M'\ die entsprechenden Coordinaten- 
flächen (g, -|- ^Si), {q^ + ^q^), (äs + -^Ss) niögen die Co- 
ordinatenlinien {q^q^, {q^qi), (ffi^j) iu den Punkten .4,, A^, 
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ij treffen und die Flächen (q^), (q^), (ffs) ^^^ Coordinatenlinien 

Jä^- ^^j) in den Punkten A\, A'^, A\. 

Die Geschwindigkeit i; = MT des Punkteä m zur Zeit ( 
bei der Bewegung auf MM" ist zusammengesetzt aus der 
Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes Ai auf der Co- 
ordinatenlinie {q^q^) und aus der Geschwindigkeit der Be- 
wegung des Punktes A\ auf der Fläche (q^)•, die letztere ist 
wiederum zusammengesetzt aus der Geschwindigkeit der Be- 
w^l^ung des Punktes A^ auf der Linie (q^q^) und aus der Ge- 
schwindigkeit der Bewegung des Punktes A^ auf der Linie 
(Mi)i folglich ist V die geometrische Summe der Geschwindig- 
keiten der Bewegungen der Punkte A^, Ä^, A^ auf den Coor- 
dinatenlinien {q^q^, ($32,), (Siö-a). 

Bedeutet s einen Bogen der Coordinatenlinie (SaJs), der 
in i^^nd einem Punkte auf der Seite idq^ < beginnt und 
im Punkte M endigt, so ist + -^ die Geschwindigkeit der Be- 
wegung des Punktes Aj^ zur Zeit t; dieselbe hat die Richtung 
von Jfö, , wenn tj > und die entgegengesetzte im Falle 
jj < 0. Bezeichnet man mit gV die Derivirte der Coordinate 
qr nach t^ so ist: 

. da, ds , -, , ds 1 ds 

" ' ds dt~ ' ^ ' >' dt a, dt ' 
folghch 

Ebenso findet nian, dass a^q'i und a^q'3 die Geschwindig- 
keiten der Bewegung der Punkte A^ und A^ sind, und zwar sind 
dieselben mit -{- oder — zu nehmen, je nachdem sie dieselbe 
oder entgegengesetzte Richtung, wie die reciproken Parameter 
02 >ULd a^ haben. Jedenfalls hat man: 

w = ai2', + a^q\ + «a^'a- 
Wendet man nun auf v die Formel (1) an und bezeichnet 
iw* durch T, so ei^ebt sich: 

^= -i I V«? + VfiV + OjYs* + 2a, a^OtiWs + 
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dies kann man zur Abkürzung auch schreiben 

T^iiEÖ^^^rä., (21) 

wo Orö, das geometrische Prodnct der beiden reciproken Pa- 
rameter ar und a, und S die Summe aller der Ausdrücke be- 
deutet, die man aus ara,4r4i dadurch ableiten kann, dass 
man r = 1, 2, 3 und s ^ 1, 2, 3 setzt. 

Die Grösse T heisst die lebendige Kraß~ oder die active 
Energie.*) Um uns kürzer auszudrücken, werden wir sie fiir'a 
erste einfach Energie nennen. 

Für ein gegebenes Oocrdinatensystem der q^, q^, q^ sind 
Grösse imd Richtung der reciproken Parameter ttr bekannt 
Weiss man überdiess, welche Functionen der Zeit die Coor- 
dinaten sind, so kann man die Energie T nach Formel (1) 
bestimmen und dann den Werth der Geschwindigkeit v = Y2T 
finden. Die Richtung der Geschwindigkeit bestimmt sich ver- 
mittelst ihrer Componenten (iiq\, (i^q'a und a^q\ oder ver- 
mittelst ihrer Projectionen auf die Äxen Ma,, Ma^, Ma^, die 
eich aus den Formeln (2) und (3), wie folgt, ergeben: 

V cosfvo,) = Oi^i + a^Oiq'i + "zögä'si 

V cos(«ag) = a^Oiq, + a^q\ + «ißsSs, (22) 

V coB(va^) = a^üyq'i + «if^q'i + «sS's- 

Durch Multiplication dieser Ausdrücke mit a,, a^, Og er^ 
giebt sich: 

a,« cos(a,v) = 010, j'^ -f- OiOaS's *f" '^i'^s'si 
Og« cos(ojr) = a^a,q\ + öiWaÖs + ih^q'si 

030008(03«) =«3«, 2', + «30« 2'»+ «3 «3 «'3- 

Die rechten Seiten sind die Derivirten des Ausdrucks (21) 
nach q\, q\, q\; wenn man also g — =Pr setzt, so hat man: 

a,v =pr und vcos(var) = —pr ■ (23) 

Aus den Formeln (11) und (12) e^eben sich nun die 
Componenten der Geschwindigkeit v nach den Gomplementär- 

*) Der Qnind fSr diese BeDeniixing wird in der Dynamik erkl&rt 
werden. 
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äsen Mh^, JUk^, Mh^, d. h. ;iacli den directen Cootdinaten- 
parametem &,, h^, h^. Allgemein ist 

und da 
30 ist 



folglich 



2K'iÄ3*i-P3i'i + 2cjsÄiÄai),l)s}; 
oder indem wir diesen dem Ausdruck (21) conjugirten Aua- 
dnick für die Energie mit T bezeichnen: 

I^^ShXprP,. (24) 

Die Projectiooen der Geschwindigkeit v auf die Parameter 
h,, Aj, h^ drücken sich durch die Formeln aus: 

V cos (da,) = Ä, Pj -j- tOjÄjpg -f- WgAg jjj , 
« cos (vh^) = »3*^^, + Aj^ + oAiJg , 
w cos (vh^) = lOsiÄiJ»! + oAä + ^Pi ■ 



giebt sich: 


piication dieser tormein mit A,, i 


i„ Ä, er- 


v> 


8T r:, äT TZ. 8T 


(26) 


Die Formeln 


(14) und (16) geben 
*S'r-=V^«oo.(«*,) 




vlA da 


«- = ^1^. 




so IBt 


«■'=^ = g 




Und allgemein 






BC08(A)-i{V . 


(26) 
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Aus den Formein (21), (22), (23) und (24) lassen sich 
Ausdrücke für die Cosinus der ron der Geschwindigkeit mit 
den reciprokeu and directen Parametern gebildeten Winkel 
ableiten; es ist nämlich: 

COB (vOr) = ,— Pr, COa(vllr) = — fl'r . (27) 

Im Falle orthogonaler Coordinaten q,, q^, q^ fallen die 
Richtungen der directen Parameter k^, h^, h^ mit den Rich- 
tungen der Coordinatenaxen, d. h. mit den Richtungen der 
reciproken Parameter a^, a^, a^ zusammen; dann ist 

cos {hr(tr) = 1, <^ = jr 

und die obigen Formeln nehmen die Gestalt an: 

(28) 

Pr = f^^qr, V COS (vK) = j~ q r = /Vßr. 

71. Wir wollen nun die zur Bestimmung der Geschwindig- 
keit abgeleiteten Formeln auf specielle Fälle und zur Lösung 
TOQ einigen Aufgaben anwenden. 

1) PoJorcooniiwafewsystem im Haume. Der Punkt m sei 
bestimmt durch den Radiusvector r, den Winkel qn, den die 
Richtung von r mit einer festen, durch den Anfangspunkt von 
r gezogenen Axe bildet, und durch den Winkel ^, den die 
Ebene des Winkels <f mit einer festen £beue bildet. Dieses 
Coordinatensystem gehört zu den orthogonalen. 

Im §. 54 3) haben wir die Parameter dieser drei Coor- 
dinaten gefunden, und zwar: Äj = 1 für j-, Äg = - für fp und 
Ab = —. — - für ^; daher ist a^ =1, a^^ r, a^ = r sin tp; 
dabei haben o, und Ä^ die Richtung von r, h^ und a^ liegen ' 
in der Ebene des Winkels <p und sind senkrecht zu r im Sinne 
von Jip > 0, Äg und a^ endlich stehen auf jener Ebene senk- 
recht und zwar nach der Seite .4^>0. 

Die Ausdrücke (21) und (24) für die Energie reduciren 
sich anf die folgenden 

y = ^ (/* -|- r* 9)'* + r' sin* 91 ■ ^'^), 
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WO 

Pi = »■'> Pi = ^V' i>3 = »"^ ein* <p ■ ^'. 
Die Formeln (22) und (25) geben: 

V cos (ii/(,) ^ « cos (vr) ^ r, v cos (vÄg) = J'y', 

r cos {vh^) = r ain qc ■ *>', 

Gesetat, z. B,, es sei r ^ at, <p = Const., i> ^ bt, wo a 

nnd 6 Constante sind. Daiiu bewegt sich der Punkt m auf 

dem Kegel g> = Conat. und beschreibt eine Curve, deren 

Gleichung ist: 

man erhält dieselbe dureh Elimination Ton t aus den Glei- 
chungen ^ ^ at und Tjf = bt. Diese Curve hat die Gestalt 
einer Schraubenlinie. Man construire ihre Tangente und finde 
ihre Bogenlänge. 

2) EtliptiscJie Coordinaten im Baume. Die Formeln (12) 
des §. 57 liefern: 

y _ , r j't^j!)j>,_^ ' .)'•,' . , (1, - ii) ( 1, - 1,1 1',' 

* U«, + 1.) <", + 1.)" (<% + »,) "l" W+ 1.) (», + »,) («, + 1.) "•" 

I C. - ',) ('. - K) ''■■ 1 
"^(«.+1.) («■-HJ.h-l-wJ 

"^ L (I, - 1,) (1, - 1.) ' "' + 

( »,-!->,) (0,-1-1,) (n. + !.)„, I (», +'.)(<■. + ',) (°. -l-i.) ,1 

T (1,-1,) (1,-1.) »T (1. -l,)(l.-y ftj 

V cos («Äj) = \ 



{l^ -'X,) ih-h ) 



L(«,+^) K+i»)K+i,)J 



Artmendungen: 

a) Uie Länge der CoordinatenliDie (1,11,) zu beBtiniinen, d. h. dep 
Schnitt des EllipaoidB (IJ mit dem ihm confocaleD einmanteligen Hyper- 
boloid y,). 
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Hierzu wollen wir annehmen, dass sich der Pnnkt m anf der Linie 
(1,Z,) gleichförmig mit der Geschwindigkeit v ^ l bewege. In dieeem 
Falle iet 

X\ = 0, 1', = 0, r = i, Ji = <i 
folglich wird : 



■'k 



(^ - J.) (. h - ^i) -| 
+ h) {<h + h) (<h + hU 



Integrirt man diesen Ausdruck, indem man 1, und 1, als conetaot 
ansieht, so erhält man die Länge e. Die zwischen den Ebenen yz und 
zx, d. h. zwischen den Ebenen X, ^ — a, und l, =' - a, liegende Länge 
ist durch doE Integral 

, _ 1 /■ r ('■-'■) ('•-'.' 1* i, 

ausgedrückt, welches sich auf Abel'Hche Functionen zurfickfQhren lösat 
Die Länge is ist der vollständige Perimeter der gescbtoKenen Cur?e 
(1, 1,). 

b) -Die Länge der Schnittcnrve des EUipsoids (Z,) mit einer ihm 
concentrischen Kugel vom Badius r xn bestimmen. 
' Diese Cxme ist durah die Gleichungen beatdmmt 

l, = Const, r' = o, + «i + a, + i, + 1, + la , 
B. §. 68, (14), wo r constant ist. Setzt man 



i» + 1, = '» 
die Gleichung der Engel. Nimmt man nun wieder e = 1 an und be- 
zeichnet die gesuchte Länge mit s, so ist 

J A + Bl, + CX, 'U^ 

A^) fi>» - 1,)"" 
M + Bl , - fCl,' U 

/■(i)-Ca, +1) (0, + !) K + 1), 
i [•"' + «lOs + Ob«! + «lO, - '■' + *i] —0,0,0a, 
B = (r" — 21,) TO, C = r'-!|-m. 



= ä- (m - 21,) j 



Damit die Engel (r) das ElUpsoid (1,) schneide, sind die Bedin- 
gungen r' < o, + 1, , r^ > Ob + 7, erforderlich. Ist auaserdem aneb 
r' > o, -|- 1, , Bo besteht die Cnrve ans zwei getrennten Theüen, die 
zur Ebene ey ^mmetrisch gelegen sind; jeder Theil ist eine geschlosseDe, 
die JE-Aie nmachliessende Linie. Ihre Länge o ist dorch das Abel'gcbe 
Integral 
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M + si + cru 
">l7(iy«ir^i) I 



dargeatellt. Tat aber f* <! "i -(- i^ti ^o besteht die Curre ans zwei zur 
xy-EbeneBjmmetriscb gelegenen Theilen; jeder dergelben umachlieBst die 
z-Aze. Die Länge o dea vollen ümfarDges iat durcb das Integral ans- 
gedrflckt: 



■/ 



r ^ + Bi + CT 'it, 



("-"i ^AZl. f' "'■ w 



3) Für die Thomaon'schen Coordinaten (§. 61), die man 
duicli Transformation der rechtwinkligen, geradlinigen Coor- 
dinaten X, y, 2 vermittelst reeiproker Radienvectoren erhält, 
-liat man: 

T-^ (»" + y' + /■), T - ^. O,' + ft' + ft'), 

WO 

V cos (vAi) = T a;', w cos («Aj) = -5 y', v cos (wÄj) ^ -jü'. 

Da ^ (sd^ + y'* + ß'^) die Euei^ie der Bewegung des 
Punktes m ist, wenn dieser durch die geradlinigen Coordinaten 
X, y, s bestimmt ist, so sieht man aus dem Äusdmck für T, 
dasg die Energie der Bewegung des Punktes ^ gleich ist der 
Energie des Punktes m, multiplicirt mit -^ . Bezeichnet man 
daher mit äs und d<f die Difierentialelemente der von den 
Punkten m und f* durchlaufenen Wege s und a, so iat: 

dö i= -j ds, 

vaa mit dem am Ende des §. €1 Bewiesenen übereinstimmt. 
Ameendungea: a) Die Länge der Cnrve zu bestimmen, in welche 
die Schnittcurve des EllipBoidb (1,) mit dem Hyperboloid {l^) bei der 
Transformation durch reciproke Radienvectoren übergebt. Bedentet a 
den Bogen dieaer Cnrve, so hat man: 
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+i.)(a,+J,Ka, + ».)J 



Die Cnrre in welche eich die Schnittcnrve der Flächen (1,) nnd (1,) 
verwandelt, ist der Schnitt der Fläclien vierter Ordnung: 

Durch diese Curve geht auch der Eegel zweiter Ordnung: 

b) Die Lauge der Curre zu bestimmen, die durch TraDsformstion 
der SchnittcniTe dee ElHpaoids (1,) mit einer ihm ooncentriacheu Kugel 
vom Radius r enteteht, Dain ist um nOthig, die Ausdrücke (a) und (b) 
mit der constanten Grösse -^ zu multipliciTen. Die transFormirte Curve 
ist der Schnitt einer Fläche vierter Ordnung mit einer Engel vom 
Radius ^ = — . 

4) Für ein geradliniges, schiefwinkliges Coordinatensystem 
der 3i, q^, q^ sind die Parameter a^, a^, a^ gleich 1 und be- 
halten constante Richtungen. Die directen Parameter sind 

. K-v^, ^-y§, k.-]^ 

und behalten auch constante Richtungen, die zu den Coor- 
diuatenebenen senkrecht sind. 
In diesem Falle ist: 

r- i (ä? + 1',' + sV + 2«. «'. 9'. + 2«, «'j l\ + 2«. «'. s'i). 

Pi— «'i +"•«'. + «13'. 

ft — «■«'. +«'< + «!«'• 

Ä — «.«'i + ■>!«'. + «'. 

T - i 2:j„prp„ g, - i S^„p,. 
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5) Es seien g,, q^, g, die kOrzesten Abstände des Panktes 
m Ton drei in einem Punkte sich schneidenden Ebenen Q^, 
Qu Qu wobei qr auf einer Seite der Ebene Qr als positiv und 
auf der entgegengesetzten als negativ betrachtet wird. 

Fär ein solches Coordinatensjstem sind die Parameter 
A,, k^, kg gleich Eins und stehen auf den Ebenen Q^, Q^i Qs 
aenkie«^ Die reciproken Parameter %, a^, a^ sind den 
Schnittlinien der Ebenen ^i, Q^, Q^ parallel, und zwar ist a, 
parallel der Schnittlinie von Q^ und Qg, a^ dem Schnitt von 
Qi und (?j, «3 dem von Q, und Q^. Die Cosinus Oi, a^, a^ 
gehören den. Plächenwinkeln {Q^Q^), (QsQi), (QiQ^ an und 
sind daher constant; die Cosinus «,, a^, a^ sind ebenfalls 
constant und gehören den von den Schnittlinien der Ebenen 
Q\t Qst Qs gebildeten ebenen Winkeln an. 

Die Werthe der reciproken Parameter bestimmen sich 
durch die Formel: 

Li dem vorliegenden Falle ist: 

Gesetzt, z. B., der Punkt m, bewege sich gleichförmig auf 
einer Curve, deren Gleichungen sind 

9l «2 = »»^ 1\ «3 = «^ («) 

wo m und « constante Grösse bedeuten. Die erste der Glei- 
chungen (cc) gehört einem Oylinder an, dessen Erzeugende 
der Schnittlinie der Ebenen Q^ und Q^ parallel sind und dessen 
Leitlinie eine Hyperbel in einer zu jener Schnittlinie senk- 
rechten Ebene ist; die zweite repräsentirt einen Cylinder, 
dessen Erzeugende der Schnittlinie der Ebenen ^^ und Q^ 
parallel sind und dessen Leitlinie eine Hyperbel in einer zu 
jenem Schnitte senkrechten Ebene ist; -folglich ist die Tra- 
jectorie des Punktes m die Schnittcurve dieser beiden Cylinder. 
Wir wollen nun die Zeit ( als Function der Coordinate g, 
auszudrücken suchen. Ehminirt man q^ aus den Gleichungen 
(«:}, so erhält man die Gleichung 
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die eine Ebene darstellt; also ist die Trajectorie eine ebene 
Curve, eine von den Curven zweiter Ordnung. Die Gleichungen 
(«) geben 

daher ist: 

A = fli», 
B = a^a^a^m^ + «idjttj»*, C = a^m*' + a^n*- -\- 2oga3a,tM*«'; 
folglich wird 

rf( = 4. J__ y^g^i _ 2 J?g^» + C . dq, , 

wo dae Zeichen + zu nehmen ist, wenn q^ bei wachsendem 
t zunimmt und — , wenn es abnimmt. Bedeutet q^'' den Werth 
der Goordinate q^ für (=^0, so iBt;" 



-fy 



YAq^* — 2"Bai» + C . . 



Dieses Integral lässt sich auf elliptische Integrale zurück- 
fahren. 

6) Fügt man zu den drei Abständen q^, q^, q^ des Punktes 
»1 von den Ebenen Qi, Q^, Qg noch seinen Abstand q^ von 
einer Ebene Q^ hinzu, die mit jenen Ebenen ein Tetraeder Ä 
bildet, so erhält man ein System von homogenen, tetraedrischen 
Coordinaten (§, 63), zwiechen denen die Gleichung 

Qt^i + Qtii + Q,iz + Q*i. = 3^ («) 

besteht, worin ^ -das Volumen des Tetraeders und ö,, Q^, 
Qii Qt <li^ Inhalte seiner Seitenäächen bedeuten. Zwischen 
den Derivirten dieser Coordinaten nach der Zeit besteht die 
homogene Gleichung 

e,s<,+9rf', + e,«, + c.9',-o, 

mit deren Hilfe man aus dem Ausdruck für die Energie 

T = i Sa^,4rq', 
die Quadrate q^, <l^, q^ eliminiren und denselben dadurch 
auf die Form bringen kann: 
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T = ^„ q\ q\ -\- ^,3 q\ q\ + A^^ q\ q\ + A^s q^q'^ + 

Dies wollen wir der Kürze halber schreiben: 
T=^i:A„q'rq',. 

Der Coefficient Ar, bierin lässt sieb folgendermassen 
finden. 

Bezeichnen wir mit (r) die der Seite Qr gegenüberliegende 
Tetraederecke, mit tf, den Abstand der Ecke (r) von der 
Ebene Qr und mit (rs) die die Ecken (r) und (s) verbindende 
Kante. Wir betrachten mm eine gleichförmige Bewegung 
des Punktes m mit der Geschwindigkeit v ^ 1 auf der Kante 
(rs) von (r) nach (s). Dabei werden sich nur die Goordinaten 
jp und q, ändern, während die beiden übrigen gleich bleiben; 
daher liefert der obige Ausdruck für die Energie 
1 = A„q'rq,. 

Mau sieht nun leicht, dass 



daher ist: 



S. = (7^ ', Qr= ^j [(rs) — t] ; 



ä.= 



Srä, 



woraus folgt: 



l----(;^.^ 



OrB. • 



Setzt man dies in den allgemeinen Ausdruck von T ein, 
Bo erhält man: 

Nehmen wir nun an, die Coordinaten g,, q^, q^ ändern 
aich bei der Bewegung des Punktes m proportional der Zeit (; 
dann ändert sich infolge der Gleichung (k) auch q^ proportional 
der Zeit t. In diesem Falle sind somit alle vier Derivirten 
4\7 S'si Sl's) ii constant und daher ist auch die Energie T 
and die Geschwindigkeit v = ]/ 2T constant, d. h, die Be- 
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wegimg ist gleichförmig. Bedeuten q°^, q\, q%, q"^ die An- 
fangsioordcnaten des Pusktes m, so hat maa: 

Eliminirt man hieraus f, so ergeben sich die Gleichungen 
der Trajectorie: 

gl — 9 °i __ ?5^^ ^ Is-rT-a!" = h.~ßli 

a'i 9'. 9» 9» 

Dies sind die Gleichungen einer geraden Linie; also ist 

die Bahn eine Gerade.. 

Bezeichnet man den in der Zeit t durchlaufenen AVeg 

mit l, so ist 

Bo dass man nach Formel (ß) findet: 

dies stimmt mit der bekannten Formel für das Quadrat der 
Entfernung zweier Punkte von einander überein, die man in 
dem Salmon'schen Werke: „Ä treatise on the Analytic Geometrj 
of Üiree Dimensions" finden kann. 

Wir empfehlen noch, die allgemeinen, zur Bestimmung 
der Geschwindigkeit im Obigen abgeleiteten Formeln auf fol- 
gende Fälle anzuwenden: 

a) q^ und q^ seien die Abstände des Punktes m von zwei 
Ebenen ö, und Q^ und q^ seine Entfernung von einem ge- 
gebenen Punkte A. 

b) 2j und 9j seien die Entfernungen des Punktes m von 
zwei gegebeneu Punkten ^, und A^ und q^ sein Abstand 
von einer gegebenen Ebene P. 

*=) Qu Itj 3» seien die Entfernungen des Punktes m von 
drei Punkten A^, A^, A^. 
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IX. Capitel. 

Krammlinige Coordinaten auf einer gegebenen Fläche. — Geodütische 
Coordinaten. — Cartographische Coordinaten. 

73. Wir werden nun die allgemeine Methode der Be- 
stimmuBg der Geschwindigkeit betrachten, wenn sich der be- 
weghehe Funkt m auf einer gegebenen Fläche (S) bewegen 
soll nnd seine Lage auf derselben djirch zwei Coordinaten q^ 
und y, bestimmt ist, die zwei im Punkte m sich schneidende 
Gooidinatenlinien (q,) und (g^) auf der Fläche (S) geben. 

£s sei (Fig. 36) M die Lage des Punktes m zur Zeit t, 
Ma^ die Tangente der Linie (q^), nach der Seite ^q^ > ge- 
richtet, und Ma^ die Tangente an (q^), 
nach der Seite ^q^ > gerichtet; 
Mhi = Ai der Differentialparameter (§. 53) 
der Coordinate (j,), und Mh^ = feg der 
der Coordinate (q^). Die GrösseÄi cos (Ä,«,) 
_tf ist die Derivirte der Coordinate g, nach 
einer Verschiebung in der Richtung Ma, ; 

~^^ den reciproken Werth j ,t -t dieser 

Derivirten wollen wir den reciproken Parameter der Coor- 
dinate f7j nennen und mit a, bezeichnen. Ebenso nennen 

wir die Grösse o, ^ , tt — ; den reciproken Parameter der 

^ A,C08(A,o,) ^ 

Coordinate q^. Angenommen, die reciproken Parameter seien 
durch die Längen Mo, und Ma^ dargestellt und es sei: 

cos(aiöj) = k; 
dann hat man jedenfalls: 

eoB (Aj a^) = cos (feg o^) = "[/ 1 — a* 
cob(ä,Aj) ^. — ffj, (i[ ^ — -— — t «8 = — -— - — ■ 

%Ai ^ 1, ßgÄj = 1, 
Die Geschwindigkeit v = Jlf T einer beliebigen Bewegung 
auf der Fläche (S) ist (nach dem Princip der Zusammen- 
setzung der Geschwindigkeiten) aus den Geschwindigkeiten u 
und w der Bewegungen auf den Coordinatenlinien zusammen- 
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gesetzt. Das Yerhältuiss j— muse dem reciproken Parameter 
d, gleich sein; folglich ist u == o,g\; ebenso findet sich 
u> = Ojg'a. Mithin wird v ■= a^Qi + a^q't, dabei hat die Ge- 
schwindigkeit Ojq'i die Bichtaug yon Oj und die Geschwindig- 
keit a^q\ die Richtung von Oj. Bedeutet tum T die Enei^e 
^v' der Bewegung des Punktes m, so ist: 

r= ^(aiVi* + «sYa* + 2«a,agff',g's) — l£ard,q'rq,. (1) 

Setzt man 

BT dT 

so kann man vermittelst j), nud p^ die Projectionen der 6e-' 
tfchwindigkeit v auf die Axen Ma^ und Jlfa, bestimmen; die- 
selben sind nämlich: 

V co8(vo,) == Oij', + aßj3', = ^Pi, 

1 (2) 

V C08(«Oj) = aa^q'i -\- a^q'^ = - Pt- 

Zerlegt man die Geschwindigkeit v in zwei Gomponenten 
längs hl und h^, so haben die Gomponente läi^s h^ und die 
Geschwindigkeit v eine gemeinsame Projeetion auf Ma^; denn 
dne zu Mh^ parallele Gerade steht auf Ma^ senkrecht. Folglich 
ist die Geschwindigkeitscomponente längs ^: 

—p, : cos(Ä,a,) = Äjjj,. 

Ebenso findet mau, dass die Componente längs Aj gleich 
AjPg ist; folglich wird 

und die Energie ^v' kann durch die zu (1) conjugirte Formel 
T = \lh,W + Vp.' - 2aÄ,Ä,ftj,,) (3) 

dargestellt werden. 

Die Geschwindigkeit v und ihre Componente 0,3', auf 
der Äxe Mai haben eine gemeinsame Projeetion auf MA^; 
denn die projicirende Gerade ist zu Mag parallel; folglich ist 

i>co8(tiÄ,)=«ajä\ co8(»%Ai)= rs'i, (4) 
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und ebenso 

«co«(»*,)— i?',. (4') 

Anderereeite aber ist: 

V «)s(!>Ji,) — Jyi, — n*,ft — 1 g 

i> oos(»»,) = —ttli,p, + S,j^ _ i ^^ ; 

daher ist; 

8T , ZI ... 

Im Falle orthi^onaler Coordinaten wird; 
a = 0, cos (Äiöi) = 1, cos (Ä^Oa) = 1, a, = - , a, = - , 

coa (vÄ,) = ^ ff'i, cos(«Äj) = i jV 

Wir empfehlen diese Formeln auf folgende Fälle an- 
zuwenden: 

a) Polarcoordinaten in der Ebene, b)BphäFiBchG Coordinaten 
(a. §. 8), nämlich die geographische Länge und Breite, c) Thom- 
son'sche Coordinaten in der Ebene, d) ein Coordinatensystem, 
das ans dem Abstand ^^ des Punktes m tod einer gegebenen 
Ebene und seinem Abstand % von einer gegebenen Geraden 
besteht, e) ein bipolares Coordinatensystem, d. h. ein solches, 
das aas den Entfemongen des Punktes von zwei gegebenen 
Punkten besteht. 

FOr di« ebenen, geradlinigen, schiefwinkligen Coordinaten 
^1 und 3, sind Grösse und Richtung der directen und reciproken 
Parameter constant und zwar ist: 

Ol = 1, «8 = 1, A, = Äj = --=. ^^. , 

73. Sind $j nnd q^ die -kürzesten Abstände des Punktes 
■m in einer Ebene von zwei gegebenen Gieraden Q, und ^j, 
so sind Äj und \ auf diesen letzteren senkrecht, und a, und Oj 
sind ihnen parallel; folglich ist a der Cosinus des Winkels 
(ft ft); dabei ist: 

Ä, = l, Äa=l» «1 = 08 = j7==:-^- 
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Nimmt man noch den Abstand q^ des Punktes m von 
einer Geraden Q^ hinzu, die mit den Geraden Qj und ft ein 
Dreieck K bildet, so erhält man ein System von homogenen 
trilinearen Coordiuaten die durch die Gleichung 

ft«i + ftSü + fta» T= 2ff (a) 

verbunden sind, worin Q,, Q^, Qg die Seit«n des Dreieckes E 
bedeuten (s. §. 65). Aus dieser Gleichung folgt die homogene, 
lineare Gleichung zwischen den Derivirten der Coordinaten 
nach der Zeit 

«,?■, + 0,2. + C.s'. - 0, 

mit deren Hilfe man aus dem Ausdruck fQr die Energie 

die Quadrate q\*, q^, q* eliminiren kann, wie wir dies für die 
tetraedrischen Coordinaten ausgefOhrt haben; man kann aber 
auch das Product q^^t eliminiren; die Gleichung nimmt dann 
die Form an: 

i-iiAi' + M.' + A-i,')- (c) 

Gesetzt, der Punkt m entferne sich gleichförmig von den 
Geraden 1^, und Q^\ dann sind $', und q^ constant und nach 
Gleichung (b) muss auch q^ constant sein. Bedeuten ^i, 
^2, ^s die Anfangscoordinaten, so ist: 

S.-S^, 5. = ^, S'.-*^. (d) 

Durch Elimination von t ergeben sich hieraus die Glei- 
chungen der Trajectorie: 

9t— 9°i - ^ gj - 9 °< ^ g » — i\ 

g'i a'i 9^a 

Diese Gleichungen stellen eine Gerade dar; die Bewegung 

ist also geradlinig. Durchläuft der Funkt m in der Zeit t 

die Strecke i, so ist « ^ t, T >= i ij und nach den Formeln 

(c) und (d) findet man: 

k-A («■ " sW + A(a,- rt" + A<a,- rt)"- W 

Die Constanten Ä^, A^, A^ lassen sich folgendermassen 
leicht bestimmen. Bezeichnen wir mit y,, y^, y^ die drei 
Höhen des Dreiecks K, welche auf den Grundlinien Q^, Q^, 
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Vä resp. senkrecht stehec, und nehmen wir an, daea / die Seite 
$, darstellt; dann ist: 

S"i =0, ^, = 0, 2^ = Y,s 

folglich: 

Ebenso findet sich: 

Hieraus folgt: 

74, Betrachten wir ferner das ebene System der ellip- 
tischen Coordinaten A und (i (§. 55). Da diese Coordinaten 
orthogonal sind, so muss man die Formeln (6) auf sie an- 
wenden, indem man setzt: 

h = l/^l£7' 6 =, l/g' ^ f ' 

So findet sich: 

8 (tiAj) = A' T/ ^^2! e* > " cos («Äg) = [i l/-r^— j ■ 

Bewegt sich der Punkt m auf der Ellipse (A) gleichförmig 
mit der Geschwindigkeit * = 1, so ist A' ^ und 

ds '= "1/ j_'^, ■ dfi. 

Setzt man f» =i p^ für ( = 0, so ist: 



llCOSi' 



VVs^'"'- 



Dieses Integral lässt sich auf die Differenz zweier ellip- 
tischen Integrale der zweiten Gattung znrilckfflhren. Um das- 
selhe in die kanonische Form zu bringen, setze man 
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dadarch erhält man: 

V ^ 

s = Al yl — Ä* sin* <p . d<p 

Geodätische Coordmaten. 
75. Die geodätischen Linien auf einer Fläche (S'), welche 
von einem festen Punkte ausgehen oder zu einer gegebenen 
Curve normal sind, können in Verbindung mit ihren ortho- 
gonalen Trajectorien als ein System von Ooordinatenlinien zur 
Bestimmung der L^e der Punkte auf der Fläche {S) an- 
gesehen werden. Dadurch erhält man ein orthogonales Go- 
ordinatensystem , das zur Lösung vieler Probleme aber die 
Eigenschaften von Linien auf einer gegebenen Fläche Torzaglich 
geeignet ist. 

Nehmen wir zunächst an, dass die geodätischen Linien 
Ton einem gegebenen Punkt« Ä (Fig. 37) ausgehen. Dann 
Fig. 31. bestimmt sich der Ort eines Punktes M als 

Durchschnitt der geodätischen Linie AJif 
'■ mit einer gewissen orthogonalen Trajectorie 
-* BM derselben. Wie im §. 42 bewiesen 
wurde, ist die Länge AM ifbr alle Punkte 
■^ der Linie BM constant; daher kann man, 

wenn man AM = q^ setzt, 2i als die eine Coordinate des 
Punktes M ansehen; BM ist dann die Goordinatenlinie (q,). 
Als zweite Coordinate q^ kann man den Winkel nehmen, den 
die Tangente an AM mit der Tangente an eine feste geo- 
dätische, Linie AB im Punkte A bildet. Die Coordinaten- 
parameter Äj und h^ im Punkte M haben die Dichtungen der 
Tangenten von AM und BM und stehen auf einander senk- 
recht. Der erstere ist gleich 1; denn das Increment der Länge 
qi ist zugleich auch die Verschiebung des Punktes M in der 
Goordinatenlinie AM. Der zweite Parameter aber wird im 
allgemeinen eine Function der beiden Coordinaten qi, q^ sein, 
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kann aber in speciellen Fällen von einer Coordmate allein ab- 
hängen. Daher bat der Ausdruck f9r die Energie §. 72, 
Uleicbung (6) im vorliegenden Falle die Form 

i'-i[s',' + rt?„?,)-s7], (') 

was für daa BogendifFerential ds einer beliebigen Curve auf 
der gegebenen Fläche Ausdrücke von der Form 

dfi* = d9.» + /-(ä„2,)d9,« '(8) 

giebt 

Ist 'BM (Fig. 38) die orthogonale Trajectorie eines 

Systems von geodätischen Linien, die zu einer gegebenen 

FiB- M. Cnrve AQ normal sind und sind AB und 

*^r~ ^ CM. zwei Linien dieses Systems, so kann man 

l— „-yn ^^ Lär^e qy= AB^CM und die Lauge 
^^ AC als Coordinaten des Punktes Jlf 
wählen. Der Differentialparameter Ä, der Co- 
ordinate g^ ist wieder gleich 1, • und der 
DifFerentialparameter \ wird im allgemeinen eine Function 
der Coordinaten g^ und % sein; also hat auch in diesem Falle 
die Knergie die Form (7). Es ist leicht zu beweisen, dass, 
wenn för ein Coordinatensystem die Energie T die Form (7) 
hat, die Coordinatenlinien (^g) itumer geodätische Linien und 
die Coordinatenlinien (äi) deren orthogonale Trajectorien sind. 
Es seien AC und BM. zwei Linien des Systems ($i), 
CM eine der Linien ($j) und C^ die ihr unendlich nahe 
Linie (gj -{- 8q^ desselben' Systems. Man kann nun O'yi, als 
YariationsTerscbiebung der Linie CM und M.y> = e als Ya- 
riationsverscbiebuug des Punktes M ansehen. Nach der, schon 
im §. 38 benutzten Formel zur Differentiation eines geo- 
metrischen Productes bat man 

^^-5:5 + ;;;;, (9) 

wo V die Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes M auf 
der Linie CM ist. Da das Coordinatensystem der q^ und q^ 
orthogonal ist, so ist vs = för jede Zeit t und folglich 
' ■ - = 0, Die geometrische Derivirte e^ ist gleich der geo- 
metrischen Variation der Geschwindigkeit v (s. §. 37), daher 
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ist e, co8(£ii') = dv. Die Creschwiudigkeiten der Bewegungen 
der Punkte Jlf und (i sind aber gleich; diese Punkte bewegen sich 
so, dass sich nur eine Coordinate ^^ ändert und es ist dalier, 
nach Formel (7) die Energie der einen wie auch der anderen 
Bewegung T ^ i s'i*, woraus sich v = q\ und v -j- Sv = q\ 
ergiebt; also ist dv ^ und «e, ^ väv ^ 0; daher nach 
Gleichung (9) auch v^s = 0. Dies zeigt aber, dasa die Be- 
schleun^ung v^ senkrecht zu e ist; folghch ist auch die Ebene 
der ersten Krümmung der Curve CM im Punkte M auf e 
senkrecht; sie ist daher normal zur Fläche (S). Nun -kommt 
aber diese Eigenschaft nur der geodätischen Linie zu; also 
ist CM eiue geodätische Linie. Bedeutet s die Länge GM, 
so ist nach Formel (8) ds = dq^ ; fo,lglich qi = s + Const. 
Es hindert aber nichts q^ ^ $ za setzen, d. h. anzunehmen, 
dass AC die Linie Si = sei. In einem speciellen Falle kann 
qi=0 die Gleichung eines Punktes sein. 

Ein Coordinatensystem, för welches die Enei^e die Form 
(7) annimmt^ oder für welches das Differential eines beliebigen 
Bogens s die Form (8) hat, heisst ein geodätisches. In der 
berühmten Abhandlung von Gauss: „Diaquisitiones generales 
circa superficies curvas" finden sich sehr wichtige Anwendungen 
dieser Art krummliniger Coordinaten. Wir wollen hier die 
Methode zur Transformation eines beliebigen Coordiuatensystems 
in ein geodätisches aus jener Abhandlung folgen lassen. 

76. Es seien (Fig. 39) q^ und j^ irgend welche Coordinaten 
des Punktes M acat einer gegebenen Fläche, A, und Ä^die 
pj J3 entsprechenden directen Parameter 

Ä Jfo, = Oj, Ma^^a2 die reciproken Pa- 

rameter; r und fp die geodätischen Co- 
ordinaten , in welche die Coordinaten 
_^ ffi und 2a transformirt werden sollen; 
Ma\ = 1 und Ma'^ = m die reciproken 
Parameter der Coordinaten r und q>; -^ a, Ma^ = fo, 
^ a\ MOi = f. Da das Differential ds einer beliebigen auf 
der gegebenen Flache Terzeicbneten Curve sowohl gleich der 
geometrischen Summe a^dq^ -j- a^dq^, als auch gleich der 
geometrischen Summe dr -(- md^ sein muss, so ist die Summe 
der Projectionen der Componenten a, dq^ und a^ dq^ auf eine 
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beliebige Axe gleich der Summe der Projeetionen der Com- 
ponetiten dr und mä<p auf dieselbe Axe. Man bat also: 

«1 i?g, cos ^ + a^dq^ cos {ta ^ '^) ^ dr ^ -J^ dq^ + ä^ *^2ä) 

— flidg',siin('-4"*2'^23'ii(<*''^^) = ™''^?'=''' ä^ '^1 + ''' ä^ ''Sä' 

Biese Gleichungen müssen in (J^^ und dq^ identisch sein, 
denn sie müssen Hü alle Wertbe dieäer Differentiale gelten; 
folglich ist: 

|^ = a^cosif-, Ij- 0,008(0»-,^), 

Eliminirt man i/i aus den beiden ersten Gleichungen, so 
folgt: 

"^ lääii ^ ^"^ '^ ''**' '^ 9«, Sa. + "^ wJ = "^ "^ '™ ,'^- *^^^ 

Zur Abkürzung und zur Uebereinstimmung mit deu Be- 
zeichnungen in der Gauss'schen Abhandlung wollen wir setzen: 

a,* = E, Oj* = G und a^a^ eos et = F, 
d. h. wir sehreiben: ^t \ 

rfs* = ^d«!« -h 2Fdq^dq^ + Gdff,^; -^'" 

dadurch ninunt die Gleichung (2) die Form an: 

Diese Gleichung zwischen den partiellen Derivirten der 
geodätischen Coordinate r nach den gegebenen Coordinaten q^ 
■md q^ dient zur Bestimmung Ton r. Dieselbe hat bekanntlich 
ein allgemeines Integral von der Form: 

r-f(3,.l„«) + ß, (3) 
vo a und ß willkOrlicbe Constante sind. 

Nehmen wir nun für ß die willkürliche Function &(a) 

und setzen g- gleich Null, so ei^eben sich die beiden Glei- 
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' - /(ä,, 9., «) + »W, 

welche das allgemeine Integral (3) ersetzen. 

Substituirt man den Ansdrack (3) an Stelle von r in die 
beiden ersten Gleichungen onter (1), so folgt: 

g=-°-- ... 

Diese Gleichungen kennen zur Bestimmaog des Winkels 
ir dienen, aus dem man die Richtung der Axeu der geodätischen 
Coordinaten Ma\, Ma\ erkennt. 

Da dieselben för jedes a bestehen müssen, so kann man 
sie nach a differentiiren; dadurch ergieht sich: 

8'/" ■ , äip d*f . f ,\ä^ 

5 — i— =• — Oi am 1^ :r^ , ^ — ö- = o. sm (ra — ff-s^i 
dq,oa ' ^ da' dq^öa ^ ^ ^'da' 

vergleicht man diese Resultate mit der dritten und vierten der 
Gleichungen (1), so zeigt sich, dass 

09 BY d^ 3<p ^ 3Y dv> 

dqi dqidtt da' J^ dq^da da 

ist, woraus folgt: 

Diese Gleichung ist jedoch nur in dem Falle möglich, 
wenn die Coordinate 9 eine Function Ton 3— ist. 

Nach der zweiten der Gleichungen (4) hat man aber 

a~ «•(■■)! 

folglich muBs mau ip als Function von a allein ansehen, welches 
infolge der zweiten von den Gleichungen (4) zu einer Function 
der Coordinaten 9, und q^ wird. 

Bei constantem ip ist auch a constant; daher ist 

fi + S-W-O (6) 

bei constantem a die Gleichut^ der geodätischen Linie (ip). 
Nimmt man fOr 8(a) eine bestimmte Function und eli- 
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minirt a aus den Gleichungen (4), so erhält man ein Resultat 
von der Form: 

r = -sr(q„q2), (7) 

welches bei constantem r die Gleichung der orthogonalen 
Trajectorie der geodätischen Linien (6) ist, die verschiedenen 
Werthen von a oder 9 entsprechen. 

Von der Orthogonalität der Curven (7) und, (6) kann 
man sich folgendermassen überzeugen. 

Bedeuten P und P' die Differentialparameter der Func- 
tionen 't^{qi, ffa) "'i^ö-j so ist nach der Regel iSber die Be- 
stimmung des Parameters einet zusammengesetzten Function 
der Parameter P gleich der geometrischen Summe der auf h^ 
flnd Aj aufgetragenen partiellen Parameter \ ^— und Ag ^— , 
während P' ' gleich der geometrischen Summe der ebenfalls 
auf Äj und \ aufgetragenen partiellen Parameter \ ^—f" ^^^ 
L ^—l— ist Daher hat man : 

TP = Ä * — — ^ -4- Th (^— ^'^ 4- ^ -^L\ 

^ '^ oft 5« 03, 
vergl. §, 23, Lehrsatz 2 über die Multiplication geometrischer 
Summen), Hierin ist nun 



~ GJi — F" "^ a,' sin»« ~"Gjr- 
und daher wird: 



•8«./ 



Äff — i-'L oaiOotfg, \diiCaog^ 

+£?? «;i^l. (8) 

Substituirt man aber andererseits statt r seinen Ausdruck 
(3) in die Gleichung (2'), ao erhält man die Gleichung 

Somoff, Meohanik. I, 12 ~ 
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welche für jeden Werth tou k gelten mnes; mau kann sie 
daher nach a differentüreu, wodurch man erhält: 

e i^ XL ^ F lU ff,- + |f 5^) 

(?9, C9, PO Vög, 09, o« ' £?, 8g, gor/ 

+ £^™(- =0. (9) 



|2_|f +(|r + ©■(„)) |^_£Z 

"Si 0«i V" V -'S* f^gs 

also erhält man aus Gleichung (9): 

G^ JIL ^f(^ -^ + — — + £— -^^=0- 
93, 8adq, \8q, duSqi ~'~ cq, 'OadqJ ' dq^ dadq^ ' 

infolge dessen geht Gleichung (8) Über in: 

PW = PF' cos (-PF) = . 

Diese Gleichung sagt aber ans, dass P auf P' senkrecht 
steht, d. h. dass die Curven (6) und (7) orthogonal sind. 

Substituirt: man in die Gleichungen (1) fQr r seinen Aus- 
druck (3) und eliminirt dann t, so erhält man eine Formel 
zur Bestimmung des Parameters m; es wird nämlich: 



= VeO — F' 
df dy df Sgl 

^9i ^ft <!ii Sq, 
Da nun <p eine Function von a allein sein soll, wenn 
dieses letztere mit Hilfe der zweiten Gleichung anter (4) als 
Function von q^ und q^ ausgedrückt wird, so wird 



V-Eg- 



'"~ d^ Sf ö^ __ df da' 
da dq, dSi ^9^ Sft 
folglich ist 

\daj \Sq, dq^ ßfe dqj 
was sich reducirt auf 
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ein Ausdruck, der von der för ip gewählten willkürlichen 
FanctioD von a nicht mehr abhängt. Man darf daher ,91 ■=■ « 
setzen, d. h. r und a zu geodätischen Coordinaten wählen. 

Wenn alle, den rerschiedenen Werthen von a entsprechenden 
geodätischen Linien ihren gemeinsamen Ursprung im Funkte 
(öl") it) liaben sollen, so hat nian zur Bestimmung der Func- 
tion ©(a) die Bedingung 

fii,', 1,', «) + eW = 0, 

woraus sich ei^ebt: 

®W /"« ii", «); 

Die Gleichungen (4) gehen also über in: 

^ = f(Si> 9i> «) — fiSi", 2äS «). 

gAa..?.." ) _ gAg.'.g. ",") _ n (10) 

Sa da ~^- 

Eliminirt man aus denselben et, so folgt die Gleichung; 

welche bei constantem r die orthogonale Trajectorie der vom 
Punkte (g-j", q^^) ausgehenden geodätischen Linien darstellt. 

Wenn die geodätischen Linien (n) zu. einer gegebenen 
Curre 

<l>fe,9.)-0 (11) 

normal sein sollen, so müssen die Diäerentialparameter der 
Functionen "PCffi, q^) und J- für die Punkte der Curve (10) 
auf einander senkrecht stehen; dazu muss, wie wir eben ge- 
Behen haben, die Gleichung 



8V _ 



\dq, 3g, da ' 8gj ögi da/ ' 

zugleich mit Qleichimg (11) erfüllt sein. Fügen wir noch die 
Bedingung hinzu: 

f(it, 1,, «) + »{") - 0, 
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dass nämlich die geodätischen Linien auf der Curre (10) beginnen, 
so haben wir drei Gleichungen, aus denen sich durch Elimi- 
nation der Coordinaten j, und q^ eine Gleichung .zur Be- 
stimmung von @(a) herleiten lässt 
Beiepide. 

1) Das geodätische Cüordinatensystem auf der Schraubenfiäche zu be- 
atimmen. 

Eb seien Ox, Oy, Oz (Fig. 40) drei zn einander senkreckte Axeo 
niid AMB eioe ebene niivertliiilerliclie Linie, die dnich ihre Bewegnog 
FtB. 40. ^^ Schranbenflfi«he erzeogt, indem sie in einer 

durch die Axe Os gehenden Ebene bleibt, ^^hrend 
jeder ihrer Punkte M eine Schraubenlinie von 
gegebener ÖaughOhe k beachreibt. 

Beieichneii wir mit q, den Winkel POP', 
um den sich die Ebene der Erzeugenden A MB 
um Os drehen mnss, um die Lage A' M' B' eiu- 
znuehmen; mit $, die Abscisse OP nnd mit 
F(g,) die Ordinate PM des Punktes Jtf. Die 
Grossen q, und g, vollen wir als Coordinaten 
eines Pnnktes M' anf A'B" wählen, der eine 
beliebige Lage des Pnnktes M repräsentirt. 
j. Man sieht leicht, dasa die Coordinaten sc, y, i 
/~'~~~-^LP Ja dieses Punktes bezüglich der Aien Ox, Oy, On 
■ff>^ ^ sich als Functionen der Coordinaten ji , g, auf 
folgende Weise darstellen lassen : 
a; = 3, cos g-, , y =- g, ein 9, , a = 05, + *"(&), 
fc also ds das Bogeadifferential einer beliebigen 
auf der Sohranbenfläche verzeichneten Cnrve, so ist: 

ds* = da' 4- dl/' + d?' = (a'+ffi')dg,' + 2af"{3,)dg, da, + 
+ [l + (^(ft))'Jd2.'f 
im vorliegenden Falle hat man daher; 

-E-a' + «,', F^aF'iq,), ff - 1 + [F' («.)]*, 
so dasa die Gleichung (2') die folgende Fonn annimmt: 




[.+(p («.,)■] (^) 



-2o2?'(j,) 



dr_dT_ 
dq, dq, 



+ («■ + 



'-■'(£)■ 



= «* + 2."[l+(F'i9.))']. 



Dieser Gleichung wird genügt, i 
einen constanten Werth c 



1 fOr die partielle Derivirte 
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chong (a) nauh -r— aof, bo folgt: 



dr _ a<^ F-(q,) ± l/(g.' + a' - ..■) { g,' [1 + (f (g.) )'] + a 

Die Integrabilitatsbedmgnng dee totalen Diffeientiab 

(Ir = 3— da. + 3 — doj 

üt erfOUt. Nimmt msm tÜM das Integral imd setzt darauf aeio 
ririrte nach «i gleich Nall, so erhält man die Gleichungen 



"5, + a 



J 9»' 



F'(g.)<ij. 



+ « 



«'lla.'[ i+ (J"li;nT^ 






■ di' + ec) 

(b) 



'°J (3,' + «' 



•<!!. + «■(«)- 



welche den Oleichnngen (4) entsprechen. 

Nehmen wir an, die geodätiachen Linien aollen ihren gemeinsamen 
Ursprung im Punkte (q,°, j,^ hahen; dann müaaen die Gleichungen (10) 
bertehen, die in die folgenden ühergehen: 






,fVM^ 



-«')IV[l + (J" «.:)■] + »' 



'.-• + "/^* 



•/ 



(S," + »')>' !.• + «■-«■ 



Die zweite von dieaea Gleichungen atellt die geodätische Linie dar, 
die erste giebt die Länge dieser Linien an. Um die Gleichung der 
orthogonalen Tr^ectorie der geodätischen Linien von gegebenei Länge r 
zu finden, muas man in der ersten Gleichung r constant annehmen und 
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aua beiden GleichoDgen a eliminiren. Diese Eliminatioii iat jedoch vor 
Ansführang der aDgedei]tet«ii lot^ration niobt ausführbar. Ebenso un- 
ausführbar iat es, die früheren Coordinaten q, und q,, sowie deo Diffe- 
rentialparameter m als Functionen der geodätischen Coordinaten r und a 
datzDstellen. 

2) Das gtodöHache Goordinalensyatem auf der Kegdfiäche su be- 
stimmen. 

Die oben entwickelte Uethode zur Transformatdon eines gegebenen 
Coordinaten syst« ma in ein geodätisches ^eat sich auf den speciellen 
Fall anwenden: ein gegebenes geodätisches System tu ein anderes, aber 
ebenfalla geodätisches zu tiansformiren. Wir wollen diese Transformation 
für die Eegelfläche anaführen. 

Die Lage des Punktes M auf der Kegelfläche sei dorch seine Ent- 
fernung q, von der Spitze des Kegels und dnrch die Länge g, der 
sphärischen Curve bestimmt, die durch den Schnitt des Kegels mit einer 
Kugel entsteht, deren Mittelpunkt die Spitze des Kegels und deren Badios 
gleich 1 ist; dabei sei der Anfangspunkt von q^ in irgend einem Punkte 
dieser Curve gelegen, der Endpunkt aber auf der durch den Punkt M 
hindurchgehenden Erzeugenden des Kegels. Daa Quadrat des Bogen- 
differentials dt einet beliebigen, auf der KegelflSche verzeichneten Curve 
ist durch die Formel 

da" — dg,' + gi»d9,' (a) 

ausgedrückt, welche (s. %. 75) zeigt, dass daa System der Coordinaten 
g, und 9, ein geodätisches ist; dabei ist die Erzeugende des Kegels die 
geodätische Linie. Transformiren wir dies Coordinatensjatem in ein 
anderes geodätisches. 

Die Gleichui^ (3) nimmt im vorliegenden Falle die Form an; 

'■■(Ö"+(£)'='.-' 

dieser Gleichung wird durch die folgenden Ausdrücke genflgt: 
Bei constantem a ist die Bedingung: 

8v d^t^ 

dq,dq, dq^dqi 
erfüllt; daher iat: 

dr ^ ain (q, + a) dq, + q, cos (q, + a) dq^ 

"^ r = j, sin(3, +c) + e(a). 

Zur Bestimmung von &{a) wollen wir die Bedingung annehroea 
dass die geodätischen Linien ihren Ursprung im Pnnkte (q^", 0) haben. 
Dann gehen die Gleichungen (10) über in: 



izecDy Google 



— 183 — 

r = 3i sin (g, -f a) — q," ein a, 
q, C0B(a, + ß)-3,"Msa = 0. . (b) 

Elirainirt mau aus diesea Gleichung a, so folgt: 

r — y g,* + (9i"y - 2«, 9,° coaq,. (c) 

Die Eweite der Gteichangen (b) zeigt, da»B jede geodätiache Carve auf 
dem Kegel eich bei der Abwickelung desselben in eine Gerade ver- 
wandelt. 

£a sei BOM (Fig. 41) diese Abwickelung and Ä die Laf^e des 
Urepi-unga (g,°, 0) der geodätisclien Linien. Tr5gt man den Winkel 
Via ii. -iOB »> tt an und riebt dnrch A eine Senkrechte zu OB, 
so siebt man leicht, dass diese Gerade die geodätische 
Linie in der Abwickelung darstellt. 

Nimmt mannamlich anf dieser Geraden einen beliebigen 
Punkt M an und setat OM = g,, MOA = g„ so ist: 
OB = g, cos (g, + a) nnd OB = g,« coa a; 
-ijalso 

'8(4i + «) - 9," cos« = 0. 
Dies wird aber aucli die Gleichung derjenigen Curve sein, die sich 
bei der Abwickelung in die Gerade AM verwandelt, d. h. die zweite' 
der Gleichungen (b) stellt eine Curve dar, die bei der Abwickelung in die 
Gerade A M fibergeht. 

In dem Dreieck OMA hat man: 

AM = )/g|' + (g,°)* — agiS," cosg, =- r; 
also bedeutet Gleichung (c) bei constantem r eine Curve, die bei der 
Abwickelung in die Peripherie eines Kreises vom Mittelpunkte A und 
vom Radina AM übergeht. Also verwandelt sich die orthogonale Tra- 
jecterie der vom Punkte (g,°, 0) ausgehenden geodätischen Linien in 
eineu Kreis, dessen Mittelpunkt A iat. 
Da 

11 

dqy- 
usd nach Gleichung (b) 

a (g. + ") 



[) ist 

EG — 



\3g, 0g, aq^dqj 



also ist der transformirte Auadrnck des Quadrats dea Bogendifferentiala 
einer beliebigen Curve 

waa sich auch leicht aus der Abwickelung MOB ableiten läaat. 
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NehmeD y 
CaiTe 
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, die geoc^tiEctien Linien aollen normal z 



(d) 




beginaen, wo k eine Coiutante ist. 

Man sieht leicht, dase eich dieie Cnrre bei der Abwickelung in 
einen Ereia verwandelt, dessen DurchmeBBei; OD ^ k (Fig. 42) lon der 
Spitze des Kegel« ans auf derjenigen Erzeugenden 
aufgetragen ist, Ton der die Coordinate g^ anfUngt. 

Die Bedingung (12), dass die geodätischen Linien 
sn der Cnrre (d) normal sind, giebt; 

9i' <!08(g'j + a) — kq, sing, 8in{9, + o) = 0; 
hieraus ergiebt sich, wenn man q, mit Hilfe der Glei- 
chung (d) eliminiit: 

coB(Sg^ + tt) = 0; 
•W daher ist 

2s, + n = 90», 3, =. 46» - I i 

somit wird nach Qleichung (d): 

S,_Jc..(45'-|). 

Diese Qi^Bsen q, und $, sind die Coordinaten des Anfangspunktes 
A der geodätischen Linie, deren Gleichung ist : 

ä, «»(s, + .) + ew_Oi 

sie mOssOD daher dieser Gleichung genSgen. Substituirt man sie, so 
findet man 

k cos (45" - Ij sin (ib" + -) + 0(") - 0, 

woraus sich die unbekannte Function 0(a) bestimmt: 

»(<-) = - 1(1 + Bin«). 

vorliegenden Falle die Gleichungen (4) 



Somit verwandeln sich 
in die folgenden: 



•■-g. «in (3, + «)-^ (1 + sin«), 

«1 CO8 (2, + t«) — -g cos o =- 0. 

Die zweite Gleichung stellt eine Curve dar, die sich hei der Ab- 
wickelung in die Gerade OM verwandelt, welche durch den Mittelpunkt 
des über dem Durchmesser OD ^ k construirten Kreises geht. 

Femer hat man: 
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■»1(3. + "). |£-S, co.(ä, + .), 


8. c 
und daher 


0.(5, + «) ä- g, .iii(g, +«) 
, t ■ Sj, i 


und 




i.._d,' + (r + i)'j.-. 



Bedeutet 91 den Winkel OGA Tind aetzt man »" + ^ = e, ho ist 
^ = 90° -f- tt und daher: 

Die GrOuen 9 und 7 kann man als die neuen geodätiactien Coor- 
dinaten ansehe d. 

Ausser der oben angeführten Abhandlung von Gaues, in 
der die wichtigsten Anwendungen des geodätischen Coor- 
dinatensystems dargelegt sind, empfehlen wir noch das Werk 
von Aouat, Analyse infinitesimale des courbes traceea sur une 
surface quelconque, Paris 1869, worin die allgemeinen Methoden 
zur Untersuchung der Curven auf einer Fläche mit Hilfe krumm- 
liniger Coordinaten und unter anderem die Lösung der Pro- 
bleme über die geodätische Linie entwickelt sind. 

77. Wir wollen nun noch ein bemertenewerthes ortho- 
gonales Coordinatensystem untersuchen, welches die Eigenschaft 
hat, dass die Parameter beider Coordinaten für jeden Punkt 
der Fläche einander an Grösse gleich sind. Für dieses Co- 
ordiuatensystem hat die Enei^e die Form 

T-ji.tf.' + sV), 

folglich bestimmt sich das Bogendifferential einer beliebigen 
Cnrve durch die Formel: 

WD A der gemeinsame Werth der beiden Coordinatenparameter 
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ist. Ein solches CoordiDatenajstem nennt man ein TcarUi- 
graphisches, weil ea in der Kartographie Anwendung findet.*) 
Wir wollen nun ein gegebenes Coordinatensystem der q, 
und 3j in ein kartographisches der a und ß transformiren, 
Dies wird geschehen, indem wir zwei Functionen a und ß 
der Coordinaten $, und $, so bestimmen, dase sie der Gleichung 
genügen; 

li {da^ + d^*) = Edq,' + 2Fdq^ dq^ + Gdq^\ (1) 

Man kann zu diesem Zwecke ein ähnliches Verfahren an- 
wenden, wie zur Auffindung des geodätischen Coordinaten- 
systems. Es giebt jedoch noch ein anderes, bequemeres Ver- 
fahren, das in folgendem besteht,**) 
Alan zerlegt den Ausdruck 

Edq^* + 2Fdq^dq^ + Gd«,» 
in die beiden conjugirt complexen Faetoren 

-L [E . dq, + (J- + i 1/ Fe~- F) dq,] (2) 



iVEa-F")dq,} (3) 

wo « = y — 1, und sucht einen Factor ron der Gestalt 
(i-\-iv, durch welchen der Ausdruck (2) ein ToUstiindiges 
Differential wird. In der Integralrechnung wird bewiesen, 
dass ein solcher Factor immer existirt, und zwar nicht ein 
einziger, sondern unendlich viele. Es sei a -f~ *ß d^ Integral 
des Tollständigen Differentials 

(^ + .»[£. Äj, + (J+il/£e-T«) ÄS,] i. (4) 

Dami ist a — iß das Integral des conjugirten Ausdruckes 

(p - ;-) [E . dq, + (F-i VeO~-P) dq,} ^ ; 

*) Man neant dieae Coordinaten aacb {«otnefmcft« oder thamometritehe. 
8. Lama, Le^ons eni les coordonn^ea curvillgneB. Häton de la Gou- 
pilLiäre, Jonmal de l'Ecole polytechniqne, 48* cahier. 

**} Monge, Application de TaDaljae ä la G^omefaie, Note 11. de 
LiouTille. 
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folglich geht das Prodact dieser beiden Ausdrücke . 

Qi' + V*) [Edq,' + iFdq^dq.^ + Gdq,''] 
in das Froduct 

(da + idß) (da — idß) = da' + dß* 
über; mitbin ist: 

Man kann daher die beiden reellen Functioneii « und ß, 
die in dem Integral a -\- iß des Ausdrucks (4) auftreten, als 
neue Coordinaten und die Gr&ase Y (i^ + »', den Modul des 
integrirenden Factors /* + iv, als Parameter dieser Coordinaten 
wählen. 

Der Differential ausdruck (3) hat bekanntlich unendlich 

viele integrireude Factoren, die in dem allgemeinen Ausdruck 

f{a + iß){^-j-iv) (5) 

enthalten sind. Ein solcher Factor bringt den Ausdruck (2) 

auf die Form des exacten Differentials 

einer gewissen Function F(a -(- iß). Gesetzt, es sei F{a) eine 
beliebige reelle Function von a und 

F(« + iß)-«' + iß', 

WO a und ß' reelle Functionen Ton a und ß sind. Betrachtet 
man a und ß^ als neue Coordinaten eines Punktes (g^, $,) 
so sind die Parameter dieser Coordinaten, ebenso wie die Pa- 
rameter der Coordinaten a und ß, einander gleich und das 
System ist orthogonal. Bezeichnen nämlich [i' und iv den 
reellen und den imaginären Theil des Ausdruckes (5), so er- 
hält msn den Factor (i — iv', der den Ausdruck (3) in 

<((«' - i« 

verwandelt; man hat daher, ganz wie bei dem Factor p -[- iv:' 

O'ä + v'') ds^ = da' + dßT^ 
und 

d^ -f. -^.■. (<'•'■• + dfr')- 
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.Offenbar kann man atatt ee und ß auch a und — ß, oder 
— a und +j3, t>der —tc und — ß wählen; denn durch diese 
Vertausch ungen ändert sich der Ausdruck 



d!,'-^,(da' + df) 



nicht. Dasselbe gilt von den Ooordinaten a und ß'. Aber 
diese Coordinatensysteme, die sich nur durch die Vorzeichen 
der Ooordinaten und die Riehtungen der entsprechenden Pa- 
rameter unterscheiden, entspringen aus emcm System, das 
durch die Formel 

„' + i,r = F(a + iß) 
bestimmt wird; man kann sich daher auf diese Formel be- 
schränken, und es lässt sich leicht beweisen, dass sie die all- 
gemeinste LSsoDg des Problems der Transformation eines ge- 
gebenen Coordinatensystems in ein kartographisches giebt. 
Angenommen, es sei usic\ der obigen Methode ein speclelles 
System der kartographischen Coordinaten a und ß gefunden 
und es solle ein anderes, gleichfalls kartographisches System 
der a und ß^ bestimmt werden. Bezeichnet man mit A den 
Werth der Parameter der Coordinaten a und ß, mit h' den 
Werth der Parameter der Coordinaten a und ß' und mit gg den 
Winkel, welchen der Parameter der Goordinate a mit dem der 
Coordinate a einschlieest, so hat man: 

T» da ^' j cos ^ .da — r sin tp . dß, ^ 

^ d^ = ^ sin qo . ÄK + V- cos 9! . dß. 

Hieraus ergiebt sich: 



l dg 1 . \ dS \ 



folglich ist: 

da 9|ä' dp 



Diese Crleichungen drücken aber die bekannte Bedingui^ 

Digitizecy Google 



— 189 — 

dafür auB, dass ä + i^ eine Function der complesen Grösse 
o + tji ist*) 

78. Gesetzt, die gegebenen Coordinaten g, und g^ auf 
der Fläche {S) seien in irgend ein System von kartographisclieu 
Coordinaten a und ^ transformirt Wir nehmen die letzteren 
als geradlinige rechtwinkelige Coordinaten in Bezug auf die 
Axen Oa und 0/J in einer beliebigen Ebene an; dann ent- 
spricht einem Punkte M'{a., ß) in dieser Ebene ein Punkt 
^(Sit ffa) *"f ^^^ Fläche (8). J,eder auf der Fläche (S) ver- 
zeichneten Figur (Ä) entspricht in der Ebene aOß eine Figur 
(j1'), die der geometrische Ort der den Punkten der Figur {A) 
enlaprechenden Punkte ist. 

Die Figuren (Ä) und (A") haben die wichtige Eigenschaft, 
dass man mit Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen 
höherer Ordnung ihre correspondirenden unendlich kleinen 
Theile als ähnliche Figuren betrachten kann; dabei ist der 
Parameter A das Verhältnias zwischen den entsprechenden li- 
nearen Elementen und k^ das Verhältniss der Flächen. Diese 
Eigenschaft der Figur (A') musa aber eine Karte haben, die 
die Abbildung des Theilea Ä der Erdoberfläche sein soll. 

Die Aehnlichkeit der Figuren (A) und (A') in ihren un- 
endlich kleinen Elementen lässt sich folgendermassen beweisen. 
Es seien MP und MQ (Fig. 43) zwei beliebige, unendlich 
kleine, auf der Fläche (S) verzeichnete Linien, QB und PJt 



*) Man kann aicb folgendermaBEen hiervon überzengeu. Man setze 
a -|- if = 0(t(,p) und a -|- »p — z und eliminire aua dem ersten Ans- 
drack a; als Resultat ergiebt sich dann ts(_g — iß, ß), worin ß ver- 
schwindet. Da t^mlich 

^ j. ■?£ — ^ ^' a. ■ ^ — ^ ■ j. (^ 
so ist: 

0p + * 0^ 8a ^ da "'"Vsp/ ' 
die Qleichungen (6) gelien aber ^-^^-O, Mansieht darana, dasBa(e— i'^,^ 
sich auf Mne Fnnction von nur einer Variablen a reducirt. Bezeichnet 
man diese Function, mit f(z), so ists 

a+ie^^F(a + iß). 
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ihre VerBcliiebiii^|e&, <üe man durch eine coutinnirliche Be- 
wegung des Punktes m von M nach M hervorbringen kann. 
F[g 4j Diese Bewegui^ ist aus den 

' Bewegungen MP und MQ 
zusammengesetzt. Wir W- 
zeichnen nun die Geschwin- 
digkeit der resultirenden Be- 
wegung mit V, die der Com- 
ponentenbewegungen mit m 
nnd tc und tragen auf der Tangente von MP im Punkte M 
eine Strecke MÄ -^ udt und anf der Tangeute von MQ im 
Pnnkte M eine Strecke MB •= tvdt auf. Dann läset sich über 
3f.ll und MS ein Parallelogramm constmiren, das zurDi^onale 
die Strecke MC = vdt hat, die auf der Tangente von Mit 
im Funkte M aufgetragen ist. Nun sei MPK^ die der 
Figur MPBQ entsprechende Figur in der Ebene aOß\ dann 
kann man Q'R und P'Ji' als Verschiebungen der Linien MP' 
nnd M'Q' ansehen, die mit den Yerschiebungen der Linien 
MP und MQ gleichzeitig sind. Bedeuten nun v, «', w' die 
Geschwindigkeiten der Bewegungen auf M'R, MP und Jf ^ 
und ti^t man auf den Tangenten dieser Gurren im Funkte 
M die Strecken M'Ä = u dt, M'S = w dt und MC = v dt 
auf, so erhält man das Parallelogramm M'ÄC'S, welches, 
wie leicht zu sehen, dem Parallelogramm MACS ähnlich ist. 
Man hat nämlich in Folge der Gleichung 

JEdqi^ + 2Fdqidqi + Gdq^^ -= i {da^ + dß^) 
die Relationen 

M'A' = h.MA, MS' = h.MB, M'C'^h.MC, 

und daher sind die Parallelogranune MACB und MXC'Pf 
ähnlich. In der Aehnlichkeit dieser Parallelogramme besteht 
aber die oben erwähnte Eigenschaft; denn mit Yemachlässigung 
von Unendlichkleinem höherer Ordnung kann man durch diese 
Parallelogramme die krummlinigen Flächen MPBQ und 
M'PRQ' ersetzen; diese sind aber die Elemente, in welche 
sich zwei endliche entsprechende Figuren {Ä) und (Ä) zer- 
legen lassen. Das Yerhältniss t^ der entsprechenden Elemente 



izecy Google 



- 191 - 

zu einander ändert sich im Allgemeinen bei der Aenderung 
der Lage der Punkte M und M'. 

79. Unter dei Yoransset^uDg, ctasB die Fläche {S) eine Ebene ist 
nnd ■Aaes ihre Punkte M durch rechtwinkelige geradlinige Coordinaten 
x,y ia Bezag auf die Äxen Ox, Oy bestimmt eind, hat man: 
ds* = äx* + Äy* = (dx -f- idy) {dx — idy). 

Hierin ist dx -)- idy ^ d(x -f- *y) ein TolUtHndiges DifiWrentialj 
daher bestjramen sich die allgemeinen hartographiBCben Coordinaten in 
der Ebene, die wir mit i nnd rj bezeichnen wollen, dnrch die Formel: 

« + •■?! = fix + iy), 
d. h. Bie bilden den reellen und den imagii^ien Theil einer beliebigen 
Pnnction der compleKCn GrÖBse x -(- iy- 

Beteachtet man £ und n als geradlinige rechtwinklige Coordinaten 
eines Punktes M' in Bezng äuf die Äsen Ox und Oy, bo kann man in 
deiBelben Ebene xOy swei Figuren {A) nnd {A') verzeichnen, die in 
ibren unendlich Meinen Theilen ähnKch sind. 

Setzt man 

ao kann man nehmen : 

In diesem Falle lassen sich die Figuren (J) und {A') vermittelst 
der Methode der reciproken HadienTectoren (b. §. 58) in einander trana- 
fonniren, denn ee ist: 

*' + '•-.-$!? • 

SO. GeBetzt.die Fläche (S) Bei eine die Erde darstellende Kugel 
Tom BadiuB 1, q, die get^iraphiBche Breite, g, die geographische L&nge 
eines ihrer. Funkte M. Nach g. 8 hat man dann; 
ds' = da,' + cos'g, . djj' 
■ =- («^91 + » cos 3, . ^3,) {dq^ — » cos g, . dg,). 
Der Äusdrack 

dg, + i COB g, . dq^ 

wird dnrch den Factor sn einem vollständigen Differential; es ist 

nämlich: 

^ + «,,-(! [log to (I 5, ■+ j) + .«,] i 
man kann daher allgemein setzen: 

« + if -/■ [log«»» (I !, + ") + 's.] • 
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Der einfachste Fall ist 

<^ + ip = logtan (i g. + y + ig, ; 
dann sind die kartographischen Coordinaten 

a - log t»i (-^ 91 + ^) . P = 9> i 

dabei ist dei Parameter h dieser CoordinateD : 

ft = cofl gi = ^^1 . 

Id diesem Falle iat die Abbildung {A") der sphärischen Figar {A) 
in der Ebene nichts anderes als eine Seekarte. Dem Meridian (g,) ent- 
spricht die Gerade (^, die der Axe Oa parallel ist nnd dem Farallel- 
kreis (g,) die der Axe Oß parallele Gerade {«). Die Gleichung der 
Loiodrome (s. §. 8), d. h. des Weges eines, fortwährend unter demMlben 
Windstriohe a segelnden Schiffes, iet 

*** *^ (2 ^' "*■ ij ^ logtan {-q^« + ~j = (g, _ g,«) tan«, 

wo g," und g,° die geographische Breite nnd Länge irgend eines Punktes 
anf der Bahn des SchifTes sind. Dieselbe transforroirt sich in die 
Gleichung 

o — «0 = (P — Po) tan a, 

wo «0 und Po die Coordinaten desjenigen Punktes sind, welcher den 
Funkt (q,", g,") abbildet. Diese Gleichung stellt aber eine dnrch den 
Punkt (do, Po) gehende Gierade dar, die mit der Aie Oß einen dem 
Windatrich a gleichen Winkel bildet Die Eigenschaft der Loxodrome, 
sich als gerade Linie abzubilden, ist der Hanptvortheil der Seekarten. 
Setzen wir ferner: 



dann ist: 



- - i g, j coB a, , P='fttan(^|-i3,jsing,, I 



während der Parameter h der 



\i 2 ^'J 2fc 



Ea sei P (Fig. 44) der Pol auf der Seite der positiven geographiachen 
Breiten q,, P' der gegenüberliegende Pol, PEP' der erste Meridian, 
(tOp eine dem Aequator parallele Ebene in der Entfernung Of = t 
von P', Ou der Schnitt dieser Ebene mit PEP', Oß eine Senkrechte 
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zu Oo und M' der Schnittpunkt der Geraden P'Jlf mit der Ebene 
b(i^, d. b. das perspeotiTische Bild dea Punktes M auf der Ebene aOp 
^ii^ jj für ein in P' befindliches Äuge. Man 

sieht leicht, dass die Coordinaten des 
Punktes M' bezüglich der Aien Oa, Oß 
durch dieFormeln (a) ausgedrückt werden. 
Denn es ist 

= OJM'. cosy, , p=' 03f' . aing,, 




OJtf' = ittan I 
nnd daher: 



-U) 






Die sphärische Figur (^Ä) nnd ihre Abbildung (A') in der Ebene 
aOß transforiuireii sich nach der Methode der reoipcoken Badienvectoren 
in einander; denn es ist i 



(f-i.). 






P'M . P'M' = 2t. 
= i, BO ist {A') die stereographische Projectior 



Setzt I 
Figur (j1) auf den Aequatot. 

Um die Btereographische Projection anf einen beliebigen HorizoDt 
zn erhalten, mnas man annehmen, daaa P der Zenith, q^ die HOhe und 
q, daa Azimath ist 

Vermittelst der redproken Radienvectoren tranaformirt sich die 
Kugel (C) in die Ebene aOß mid jede Ebene in eine dorch den Pol 
P' gehende Kugel (b. g. 61) ; folglich bil^t aich der Kreis , in dem die 
Kugel {C) irgend eine Ebene schneidet, als Schnitt der Ebene aO^ mit 
einer gewissen Kugel ab, d. h. auch als Kreis; es läset sich dies anch 
anmittelbar ans den Formeln (a) nachweisen. 

81. Nehmen wir endlich an, die Fläche {S) sei ein Ellipeoid (1,) 
(§. 66) nnd der Punkt M aei dnrch die elliptischen Coordinaten ij und 
i, bestimmt. In'diesem Falle hat man (§. 71): 



<i«» = 



{l,-h){l,~X>) 



r (dl,)» 



Dieser Äusdnick lS.sBt eich 
zerlegen: 



4 L(«,+i,) K + 1.) K + ^.)~^ 

^ («, +h)i'h+ h) K + h) ^ '' S 

die folgenden conjogirten Pactoren 



izecDy Google 



K^-..,4f <h^^ ;«, 

±.- 't^i'i räl.], 



"C-»,)!" 



Dieselben werden durch Multiplicatiou mit ": 
Differentialen und geben die Int^role; 

r {i,~x,)idi, _^. r (^ - i,)Ui, 

J [(«, +1.) («, + y (-a,-l>)]4 ~ J [(a, +i,) K+^.) K + I3)]* ' 
Man miies daher setzen; 

<. + i^ 

Wir empfeUen noch das kartographische Coordinaten- 
system zu bestimmen: a) für eine Rotationsfläche, b) ftir die 
Schraubenfläche und c) flir die Kegelääche. 

Schon Lambert*) und Euler **) beschäftigten sich mit 
dem Probleme der Kartographie,' indem sie als Bedingung 
annahmen, äass die Abbildung in ihren unendlich kleinen 
Theilen der abzubildenden Figur ähnlich sein solle. Doch 
begnügten sie sich damit, zu zeigen, dasa die stereographische 
Projection und die Seekarte diese Bedingung erfüllen. Später 
■ gab Lagrange***) die im Vorstehenden dai^elegte Methode 
zur Auffindung eines kartographischen Systems und wendete 
dieselbe auf die Abbildung einer Rotationsfläche in der Ebene 
an. Darauf dehnte Gauss f) in einer, von der Eopenhagener 
Akademie preisgekrönten Abhandlung die Lagrange'sche Me- 
thode auf die Abbildung einer beliebigen gegebenen Fläche 
auf einer anderen, ebenen oder krummen Fläche aus. 

In Zusammenhang mit dieser Aufgabe steht die Frage 
über die Deformation einer Fläche oder über das Auflegen 
einer Fläche auf eine andere ohne Bisse und ohne Falten. 



*) Beiträge zum Gebraache der Mathematik. 
**) Acta Academiae Petropolitanae, 1777. 
**•) Nouyeaui Mtocires de rAcadömie de Berlin, 1779. 
t) Astronomische Abhandlungen, herausgegeben von Schomacher, 
S. Heft, 182i>. 
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Mit diesem Oegenstande beschäftigtien sich besooders erfolg- 
reich Mindiag*) und Bour.**) * 

Bour findet es in gewisser Hinsicht TOitheilbaft, die karto- 
graphischen Goordinaten « und ß durch die complexeu Variablen 
a ^ a -\- ißj D = (t — iß, die er symmetrische Coordinaten 
neontj zu eraetzeu. Mit Hilfe dieser Coordinaten läsat sich 
das Quadrat des Bogendififerentials einer Gurve durch die ein- 
fache Formel ausdrücken : 

ds^ = ridudv. 



X. Gapitel. 



Geometrische Derivirte der Coordinatenparameter. — Änadrücke für die 
Krümmung von Linien, die anf Coordinatenflächen Hegen. 

82. Die directen und reciproken Parameter der Coordinaten 
eines beweglichen Punktes ändern sich im allgemeinen nach 
Grösse und Bichtui^ und haben daher mehrere geometrische 
Oerivirte. Stellen wir uns nun die Aufgabe, diese Derinrten 
zu bestimmen. Es seien a^, o,, o, die reciproken Parameter 
der Coordinaten des Punktes M(q, , q^, q^. Erleidet dieser Punkt 
eine Verschiebung nach einem anderen Punkte M'{q^ -f- Sqi,q^,c[^), 
so daas sich nur die Coordinate g, ändert, d, h. verschiebt 
man ihn nach dem Schnittpunkte der Coordinatenlinie (q^qs) 
mit der Fläche (q^ + tfg-,), so erhält der Parameter a, ein 
geometrisches Increment^ das wir mit ^J, «r bezeichnen wollen. 
Veraachlässigt man bei diesem Incremente die unendlich kleinen 
Grössen von, h5herer Ordnung als Sqi, ao erhält man die 
geometrische Variation tfj Ur bezüglich der Coordinate g^ . 
Ebenso erhält man die geometrischen Variationen S^ a^, S^ Or 
nach den Goordinaten q^, q^. Es ist nun leicht zu beweisen, dass 



\H>)~\Hrr 



*) Journal von Grelle, B. XIX. 
•*) Jonroal de l'ßcole PolytechniquP, 29'*"" Cahier, 
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• d. h. wenn man das Verhültniss -J-— auf der Eichtung toh 
SfOr und das YerhSltniss -4— auf der Bichtung von Örd, auf- 
trägt, Bo erhält man zwei Strecken, die einander geometrisch 
gleich Bind. 

Man kann dies durch die Formel 

Äi-CÄ, (1) 

ausdrücken, welche somit aussagt, dass die geomelnsehe de- 
rivirle des Parameters Or noA q, der geometrischen Derivirten 
des Parameters a, nach q^ geometrisch gleich ist. 

Angenommen, MM' (Fig. 45) stelle diejenige Coordinaten- 
linie dar, welche vom Parameter a, tangirt wird und ft/t' aei 
Hg. u. die Lage welche diese Linie annimmt, wenn 

nur die eine Coordinate q, ein Increment Sq, 
"^aj" erhält; ferner sei Mfi die vom Parameter a, 
tangirte Coordinatenlinie und M"^' ihre L^e, 
■ wenn nur die Coordinate qr oiu Increment 
Sqr erhält. Mit Yemachlässigung von un- 
' endlich kleinen Grössen höherer Ordnung kann 
man M^ als die Variationsverschiebung a,Sq^, 
"' ansehen, welche der Punkt m erleidet, während 

er sich infolge der Äenderung der Coordinate j, auf der Linie 
MM fortbewegt (vergl. §. 37); dadurch wird Mp. eine geo- 
metrische Function der Coordinate qr und hat somit ein geo- 
metrisches Differential DrOj, . Sq, . Sqr nach dieser Veränderlichen, 
welches, wie im §. 36 bewiesen, dem Differential der Ver- 
schiebung MM.' *= arSq, nach der Coordinate q„ d. h, der 
Grösse H, («r Sq^) . äq, oder D, a^ Sq, Sq, geometrisch gleich 
ist; mau hat daher 




Dr a, Sq, Sqr = A «r Sqr Sq., 
woraus folgt 

ßra, = DfOrf 

w. z. b. w. 

83, Nach der bekannten Formel far die Differentiation 
der geometrischen Producte hat man 



ÖS, 
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arB,a^ = UrD^a. = -^ - a.D^\ 
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und ebenso mit BeachtuBg der Formel (1): 

'dqm 

aus diesen drei Gleichangeii folgt: 

Dieser Ausdruck besteht ans den partiellen Derivirten 
der Goefficienten der quadratischen Function 

T=i £0^, iri., 

welche die Energie der Bewegung ausdrückt. Zur Abkürzung 
wollen wir denselben mit (rsf») bezeichnen. Es ist also: 

amJi.OiT = (»'S»«). . (2) 

Dabei sei bemerkt, dass 

irsm) = (srm), (rrm) = ^^ - i |^^' » 

irmr) = {mrr) = i |^-\ {rrr) = i ^' • 

Mit Hilfe der Formel (2) und der Derivirten 4\> SÜ ff's 
der Coordinatett nach der Zeit kann man nun leicht die Pro- 
jectionen der bei der Bewegung des Punktes m auf einer be- 
liebigen Trajectorie Jf Jlf, (Fig. 45) auftretenden geometrischen 
Derivirten DiOr ^uf die Parameter bestimmen. 

Die Variations Verschiebung ar8q^ = MM' wird bei der 
Bewegung des Punktes m auf Jlfi(fi_ während der Zeit dt zu 
einer geometrischen Function der Zeit. Seb;t man voraus, 
dass ihr Endpunkt M' auf der Fläche qr -f- Sqr bleibt, so 
bleibt dqr constant; die geometrische Derivirte von OrSqr nach 
der Zeit ist daher D,ar.Sqr; sie muas aber nach §. 37 der 
geometrischen Variation der Geschwindigkeit v nach qr, d. h. 
der Grösse DrV . Sq/ gleich sein; folglich ist: 

D^'^Di^. (3) 

Die Derivirte g", der Coordinate q, nach der Zeit ändert 
sich nicht, wenn diese Coordinate die Variation Hqr erhält 
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Denn wenn MiM\ die Lage ist, welche die Verachiebung 
MM' zur Zeit t -^ dt einnimmt, bo erhält die Coordinate g, 
im Punkte M\ den Werth g, + ^,qr + Öq^, wo Jt das dem 
Zeitzuwachs dt entsprechende Increment bedeutet; för den 
Punkt M' aber hat die Coordinate g, den Werth g-, + tf g,; 
daher erhält die Coordinate g, + *3r beim Uebei^aDge vom 
Punkte M' nach JW, das Increment ^iq,, d. h. dasselbe, 
welches qr beim Uebergange von M nach ilif^ erhalt Die 
übrigen Coordinaten bleiben aber während der ganzen Zeit dt 
för die Punkte M^ und M\ dieselben, weil M, M\ eine Co- 
ordinatenlinie ist. Da also alle drei Coordinaten beim Ueber- 
gange von M' nach M\ dieeelben Incremente erhalten, die 
sie beim Uebergange von M nach M^ bekommen, so sind 
infolge dessen die Componenten der Geschwindigkeit im Punkte 
M' nach den Richtungen der reciproken Parameter gleich den 
Derivirten q^, q^, q^, multipUcirt resp. mit den geänderten 
reciproken Parametern 

d. h. mit ihren Werthen im Punkte M'\ folglich ist die Summe 

q^drdi + q^Jr^i + li%^eü^ 

das geometrische Increment, welches die Geschwindigkeit i; 
infolge der Yariationsverschiebung MM' des Punktes M er- 
hält. Dividirt man dasselbe mit ffg, und geht zur Grenze 
über, d. h. setzt man Sqr = 0, so erhält man die geometrische 
Derivirte : 

1)^ = T.Ii^x + iJiVh + sVD^äj. (4) 

Nach Formel (3) ist* also 

i>,«r = q'iDrO^ + q'^DrU^ -f q'sDrag, 
woraus folgt: 

OmJJiar = q'i ■ a^Di-a^ ■\- q^ • anDra^ -\- q^ • OmDrO^ . (5) 
Dies läset sich nach Formel (2) schreiben: 

«~i>,«; = (Irm) q, + {2rm) q'., -f (Brm) q'^. (5') 

Diese Formel liefert die Projectionen der geometrischen 

Derivirten D,ar auf die Parameter ßi, Oj, Oj in Form von 
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lineareu Functionen üi Bezug auf die Derivirten (/\, q\, j'jj 
es wird nämlicli: 

i.^':5;-i [(1^1) S', + {2rl)i, + (3rl)ä,J 

1 . ^äS - i [(lr2) 5\ + (2r2) s', + (3r2) s,] (6) 

i • S^«; - i [(lr3) 5-, + (2r3) 3-, + (3i-3) g',]. 

Durch die Substitution r= 1,2,3 ergeben sich 9 Formelu 
flir die Projectionen der drei geometrischen Derivirten 

JÖ^,, Diä-t, JJ'iäs 
auf die Parameter «i, Oj, «3. 

84. Mit Hilfe der Formeln (2) kann man leicht die Pro- 
jectionen der DeriTirten D,ar auf die directen Parameter A,, 
/(j, A3 erhalten. Man beachte, dass die Längen 

^i ' ^k\, ßg ■ AiAä, «3 ■ Ä^Aa 
die Cömponent«n . des directen Parameters kt nach den Rich- 
tungen der reciproken Parameter a,, Oj, o^ sind;*) multiplicirt 
man daher die Grössen 

if,I),ar, a^D,a„ a^D.ar 
resp. mit 

und bildet die Summe dieser Producte, so erhält man likDaa,, 
und es wird also nach Formel (2); 

7V-ä^= Ml (rsl) + Ä^Ää (rsS) + i^^ (rsS). (7) 

Da das geometrische 'Prodact A^a^ gleich Eins ist, wenn 
h^ r, aber gleich Null, wenn k nicht gleich r ist, so folgt: 



tfg. 



■ 0, d. h. Aii>,a^ + arD.ht^ 



*) Bedeuten nänüich r, , r, , r, die Componenteu dea ParameterB \ in 
den Axen a, , <%, o,, so ist A, ^r, cos(A,a,), \ co8(Aj^) :-: r, coB(^a,), 
Ä,coB(AiA,) = rgOoa(ftja,); beachtet man nun, daas ft,a, = l, Ä,a, = l, 
Ä,Og = 1, BO folgt fl|Ai' = r,, a,A, Äj =rg, OjAjftj — r,; ähnliche Formeln 
lassen üch fSr ft, und A, ableiten. 
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folglich ist 

OrDaht = — hk£f,ar 

und ^^^ 

^;^k,, [h^(rsl) + hiJh{*-s2) + hh,{rsS)l (8) 

Aus Formel (7) ergeben sich als Projectionen der De- 
rivirten D,ar auf die directen Parameter: 

ft, 1 ' " K * ' '^' 't, ^ • '^' 
und aus Formel (8) als Projectionen der Derivirten D.A* auf 
die reciproken Parameter: 

— a.D.hi., — OtD.iik, — a.D,hi,. 

«1. ' o, ^ ' Os * 

Die Formeln (7) geben auch die Compouenten der De- 
rivirten DiOr nach den reciproken Parametern: 

und die Formeln (8) die Componenten der Derivirten DJit 
nach den directen Parametern: 

Multiplicirt man die Grössen 

«iiJjÄt, f's-DjAtj a^D,hii 
mit 

Am^'l) ^m\, Afli^ 

und addirt die Producte, so folgt: 

KI>,h -= — \Jhh, • ZA„A,(rs 1) + Ä^ • ShJh{rs2) 

+ kJ^-SKhr{rs^), (9) 

wo Z eine Summatiou nach dem Index r bedeutet. Nach 
dieser Formel lassen sich die Projectionen der Derivirten 
DjA* auf die directen Parameter 

lhj>?h, j-KDX, rV-DA 
und ihre Oomp,onenten nach den reciproken Parametern 
a,\D,hi, a^-h^Dtht, Og-h^D.ki, 
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Sind di^ Frojectionen und Gomponenten der geometriacheii 
Derivirten D,ar und D,ht auf den directen und reciproken 
Parametern bekannt, so kann man aucli nach den Formeln 
des §. 66 die Längen dieser geometrischen Grössen berechnen. 

Ana Formel (5) folgt noch: 

+ q\£kK(3rm), (10) 

wo S eine Summation nach dem Index nt bedeutet. Nach 

dieser Formel lassen sich die Frojectionen der geometrischen 

Derivirten ]),ar auf die directen Parameter 

j-'h-BiOr, ^-KDiüt, ^-KD.ar, 
"l "i "s 

sowie die Gomponenten auf den reciproken Parametern 

Oi'AjD.Or, oi-hiDtOr, a^-h^Btar 

beatimmen. Da aber — ^j— = ist, so folgt: 

a^Dth + hBtür = 0; 
also: 

der Ausdruck (10) giebt daher anch die Frojectionen der geo- 
metrischen Derivirten D,Ä* auf die reciproken Parameter, 



- ■ a,D,ht, — ■ a^Diht:, — ■ a.Diht 
und die Gomponenten nach den directen Parametern: 
Äi ■ aiD,ht, Äg ■ a^Diht, hg • a^D,ht. 
Ferner findet man 

KL^k = Klh-ä^Djh + KK ■ ä^^ih + K^-alD^k (H) 
■ und hieraus ei^eben sich die Frojectionen der geometrischen 
Denyirten Diht auf die directen Parameter 

^•vöÄ, ^-Vö^. l-\mk, 
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und ihre Gomponenteii nach den reciproken Farametem: 
fli-Ä,J3|Ä*, a^-h^Dthk, a^-h^Dtht. 
85. Im Falle eines orthogonalen Coordinatensfstems 
hat man: 

weiin r nicht gleich s ist; dagegen wird für r ^ s: 



-2aA 



Sara. 

hiermit erhält man nach Formel (2): 

und aB,Jy,ar = 0, wenn alle drei ludices m, s, r Terschieden sind. 

Da Or •= j~ , wobei Or und Ar dieselbe Richtung haben, 

so ist: 

drD,af = 



I bhr 






tolgUch wird: 

dq.' 

86. Die geometrische Derivirte DrOr setzt sieh zusammen 
aus 5-^, der geometrischen Derivirten nach der Länge Or, 
und aus der geometrischen Derivirten nach der Richtung, die 
gleich der Strecke Or ist, multiplicirt mit der Winkelderivirten, 
die wir mit &r bezeichnen wollen. Da &r^3r der Contiugeuz- 
winkel derjenigen Coordinatenlinie ist, die vom Parameter a^ 
berührt wird, so 'stellt das Verhältniss 

eriqr _ 0r_ 
Or Sqr Or 

die erste Krümmung dieser Linie im Punkte f3i,3j,S;) dar. 
Wir werden diese Krümmung mit Cr bezeichnen; es ist Eilso: 
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Die geometrische DeriTirte D,ar ist bei ungleichen Indices 
s und r ebenfalls zusammengesetzt a,uB ^ , der geometrischen 
Derivirten nach der Lauge Or, und .aus der geometrischen 
Derivirten nach der Richtung, die gleich der Strecke a^ ist, 
multiplicirt mit der Winkelderivirten. Das Froduct aus der 
letzteren in Sq, ist das Winkeldifferential des Parameters Or 
nach der Veränderlichen q,. Und dieses Differential kann 
mau ansehen als den imendlich kleinen Winkel zwischen der 
Richtung von a^ und der Richtung, welche dieser Parameter 
annimmt, wenn sein Anfangspunkt sich um unendlich wenig 
in der vom Parameter a, berührten Coordinatenlinie verschiebt. 
Der Abbä Acust hat vorgeschlagen, diesen Winkel den schiefen 
Contingenswit^l (angle de contingenee inclin^e) und sein Ver- 
hältniss zu der Verschiebung des Anfangspunktes des Pa- 
rameters «r in der Richtung », die schiefe Krümmung der 
von ar tangirten Chtrve zu nennen.*) Bezeichnen wir diese 
Erilmmimg mit yr,, so ist ara,yr, die Derivirte von ar nach 
der Richtung bezüglich der Variablen q,; also ist: 

^'-äf + '*^"'''"- 

Bezeichnen wir mit y,r die schiefe Krümmung der vom 
Parameter a, tangirten Ooordinatenlinie , so ist a,<iryar die 
Derivirte von a, nach der Richtung bezüglich g-,. 

Die schiefen Krümmungen yrs nnd y,r lassen sich durch 
Längen darstellen, die auf den Richtungen ara,yrs und a,arY,r 
aufgetragen werden; sie haben die bemerkenswerthe Eigen- 
schaft, dass ihre Prqjectionen auf die Normale derjenigen Fläche 
(gm), icekhe von den Parametern a^ iind a, berührt wird, ein- 
ander gleich sind. Denn diese Projectionen sind gleich den 
auf dieselbe Richtung bezogenen Projectionen der geometrischen 
Derivirten D,ar und Dra„ welche einander geometrisch gleich 
sind. Also ist: 

n, OOifr,,*,) - r.r COSfr,,*.). (12) 

*} Th^rie dea coordonn^ea currilignea quelconquea. Ännali di 
Matetnatica pnxa ed applicata. T. VI. 1864. — Analyse infiuit^Bimale de» 
coorbes toacäee snr uoe soiface quelcooqne. 
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87. Geaetzt, der Punkt M bewege sich mit der Geschwindig- 
keit V auf der Coordinaienöäche (^m); dann besteht nähread 
der ganzen Zeit der Bew^ping die Relation ' 

aus welcher folgt: 

Xivj +l^DiK = 0. 
Ist nun Q der KrQmnmngeradius der "Bahn im Punkte M, 
so sind -- und -TT die Componeuten der Beschleunigung Vj in 
der ersten Hanptnormale und in der Tangente; also ist: 
/*m«, =- /im - coa {glim) + K, ji cos(«A„\ 
Da aber cos (h„v) = 0, so bleibt: 

KVi ■= *m^ CÖ8(ßÄ™); 

also: 

K - C03 (p/t,,,) + vD,k^ = 0; 
folglich 

i co8(eÄ,„) = ~j^,. vD,K. ' (13) 

Hierin hängt die rechte Seite nur von den Coordinaten 
9if Ist ?a ^^^ v*"^ deren ersten Derivirten nach der Zeit 
(s. §. 83) ab, d. h. von der Grösse und Richtung der Ge- 
schwindigkeit v; folglich behält sie bei derselben Geschwindig- 
keit V einen und denselben Werth für alle Bewegungen auf 
der Fläche (^m). Daher hat - cos (pAm) denselben Werth für 
alle Gurren auf der Fläche (qm), die im Punkte 3f die Richtung 
der Geschwindigkeit v zur gemeinsamen Tangente haben. 
Bezeichnet man jene Grösse mit c, so ist + c die erste Krüm- 
mung im Punkte M des Durchschnitts der Fläche (g^) mit 
einer zu ihr normalen , durch k„ und v hindurchgehenden 
Ebene. Wir stellen + c durch eine, auf dem ersten Krüm- 
mungsradius dieses Schnittes aufgetr^ene Strecke dar. Diese 
Strecke hat denselben Sinn wie hm, wenn c > und den ent- 
gegengesetzten, wenn c<0. In dem einen, wie im andern 
Falle wollen wir c die Krümmung des Normalschnitts der 
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F^he ($ni) nennen. Diese Gurre ist concav gegen den Para- 
meter Am, wenn c > 0, imd conTez, wenn c < 0. 
Die Formel (13) giebt: 

da aber 

vDiK = s'r ■ OrDihm + q', ■ a,D,h^ 
und 

OrDthm = — hi,I>,ar, a,Dthm = — hmDlfi,, 
so wird: 

c = ^^ (q'r ■ K,D,ar + q> • K,D,a,). 

Nach den FormelD (10) hat man: 

K,D,ar = q'r • hmßrdr -\- ä'j ■ ^m -Ds «r; 

hrnDiü, ^q'r-h„,Dra, -j- q,-hml),a,, 
während __^ 

[a. Formel (1)] ißt; folglich: 

c = ^, -(gV-Ä^TÖ;^ + 2q'rq,-KD,ar -\- q?-KD,a.). (14) 

Somit ist die Krümmung c als eine quadratische homogene 
Function yon jV, s'» ausgedrückt, deren Coefficienten sich aus 
Formel (7) ergeben. 

Für ä', = ist c die Krümmung des Schnittes der Fläche 
(Sm) mit der durch Am und Or gehenden Ebene. Bedeutet 
^r diese Krümmung und setzt man in Formel (13) v ^ arqr, 
so folgt 



also findet man: (15) 

Cm, = — ^ • haD,a, und K>D,a, = Jhna,* Cm, , 

wo Cm, die Krümmui^ des Schnittes der Fläche (qm) mit der 
durch ^ und a, gehenden Ebene bedeutet. 

Nach Formel (12) ist die Projeetion der geometrischen 
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Dflrivirten D,ar oder Dr«, auf h„ gleich der Projection der 
partiellen Derivirten ara,Yri oder aiOryir auf A„, also: 

wo 

^r. = I'rjCOs(Ä,„y^,) = J',rC08(/i™y,r); 

die Formel (14) kann daher geschrieben werden: 

' - '" {"^y + 2*'. (^) (^) + «- (^)' • ('S) 

Bedeuten qor und 90, die von der Richtung v mit den Pa- 
rametern Or und a, gebildeten Winkel und & den Winkel 
(ard,), so hat man 



wodurch die Formel (16) überseht in: 

c = ■ ■ ■ a„ (c„r sin*95j + 2ÄVi sinqjj sin^r 4- t™. sin^qjr). 

Mit Hilfe dieses Ausdruckes kann man die Krümmung 
eines beliebigen Normalschnitts der Fläche (g«) bestimmen, 
wenn die Krümmungen Cmr und Cm, der Normalschnitte in 
den Ebenen ^„,0^ und ^a, und die schiefe ErGmmimg yr, 
bekannt sind. 

88. Die Krümmung im Punkte M einer beliebigen Curve 
auf der Fläche (^m), für welche die Ebene der ersten Krüm- 
mung zu dieser Fläche nicht normal ist, bestimmt sich mit 
Hilfe der Krümmung c des Schnittes der Fläche (q^) mit 
einer durch den Parameter Am gehenden und die erstere Curve 
im Punkte M beröhrenden Ebene. Man hat hierzu, wie im 
vorhergehenden Paragraphen gezeigt wurde, 

-C03(qK) = c, 
und wenn p* den KrÜmmungsradiuB des Normalschnitts be- 
zeichnet, so ist c ^ + -V und cos (pÄm) = + cos (pp'); dabei 
hat man in beiden AusdrScken das obere Zeichen für c > 
und das untere für c <0 zu nehmen. Jedenfalls ist: 



ip') = - oder 9 = 9' cos {qq'). 
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Durch die letzteFormel beweist sich der bekEnnteMeunier'- 
sche Satz: 

Ji^n erhält den SadUis der ersten Krümmung einer be- 
lidngen, auf dner gegebenen Fläche liegenden Curve, wenn man 
■ den Krümmungsradius des Schnittes der Fläche mU einer nor- 
malen, durch die Tangente der g^ebenen dtrve gehenden Ebene 
auf die Ebene der ersten Krümmung dieser Curve projicirt. 

Der Krümmungsradius der die gegebene Curve im Punkte 
M berührenden geodätischen Linie ist gleich dem Erümmungs- 
radius p' des Normalschnitts. Wir haben früher (§. 41) ge- 
sehen, dass ff die Projectiou des geodätischen Krtlmmungs- 
radias g auf die Ebene der ersten Krümmung ist; daher 
hat man: 

Q-=gaiR((fQ). 

Aus dieser Formel und dem Meunie/schen Satze folgt: 



d. h. das Quadrat der ersten Krümmung der gegebenen CSirve 
ist gleich der Summe der Quadrate der Krümmung des Normal- 
schnitts und der geodätis(^ien Krümmung. 

89. Bezeichnet man mit Cr die Krümmung der Goor- 
dinatenlinie (^m?«) und trägt man diese Grösse auf dem ent- 
sprechenden Krümmungsradius, auf, so hat man nach dem 
Satze von Meunier: 

Cmr = Cr cos {Crh„,), C, r = Cr COS (Cr Ä.) ; 



'''■* = ain'cLft.) E'^- + "^^ - 2c„. Cr cos ihnh.)]. 
Diese Formeln dienen zur Bestimmung der Grösse und Rich- 
tung der ersten Krümmung einer der Goordinatenlinien (imS,) 
mit Hilfe der Krümmungen der Schnitte der Fläche {q„) und 
(q,) mit Ebenen, die durch den reciproken Parameter «r und 
die directen Parameter hm, K gehen. Für die geodätische 
Krümmung Gmr der Ourve (gm^,) auf der Fläche (g^) hat man 

a- f -L \ Crar COB (ÄTiifct) Ctr 
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imd für die geodätische Krümmung derselben Gurve auf der 
Fläche (q,): 



G,r =- Cr sin (c.Ä,) = 



>g(ft^A,)- 



n (AmA.) 

90. Wir wollen nun mit Hilfe der Formel (16) unter- • 
suchen, wie sich die Ertlmmong c mit der Aenderung des 
entsprechenden Normalachnitts der Fläche (gm) ändert 

Trägt man die Länge "j/p^ auf der Tangente dieses 
Schnittes im Punkte M auf, nimmt die Richtungen 0^ und a, 
als Äxen eines geradlinigen Coordinatenaystems und bezeichnet 
die Coordinaten des Endpunktes jener Strecke mit x und y, 
so ist: 

man erluilt dann aus Formel (16) die Gleichung: 

c^ro? + 2Ä., xy -\- c.i^ = ±\, (17) 

welche eine Linie zweiter Ordnung mit dem Centrum im 
Punkte M darstellt. Diese Linie ist: 1) eine Ellipse, wenn 
Cmr Cmi — Kl > 0, 2) eine Hyperbel, wenn Cmr Cmj — ä^, < 
und sie zerföllt 3) in zwei Gerade, wenn Cmr Cm, — kl, = 0. 
Das Gesetz der Vertheilung der Kadienvectoren, die vom Punkte 
M noch dieser Curve führen, drückt zugleich auch das Ver- 
theilungsgesetz der Krfimmung c iu den verschiedenen Normal- 
schnitten aus. Die IJinie (17) nennen wir die Indicatrix der 
Krümmung int Punkte M.*) " 

Die Krümmungen der durch die Axen der Indicatrix ge- 
legten Norraalschnitte nennt man Hauptkrümmungen der Fläche. 
Die Ebenen dieser Schnitte stehen auf einander senkrecht. 

Im Falle 1) haben die Krümmungen Cmr, (^i und c die- 
selben Vorzeichen; daher sind alle Normalschnitte im Punkt« 
M nach derselben Seite hin concav, nämlich nach der Seite 
des Parameters h,», wenn c> 0, und nach der entgegengesetzten 

*) Dupin nennt Indicatrix in einem gegebenen Ponkte M die 
Schnittlinie der Fläche mit einer, znr Tnngentenebene des Punktes M 
parallelen und derselben unendlich nahen Ebene. Da die Linie (17) 
der Dnpin'achen Indicatrix ähnlich und mit ihr ähnlicb gelegen ist, bo 
kann man sie auch als Indicatrix der Kdimmung ansehen. 
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Seite, wenn c < 0. Die grÖsate Krümmiing entspricht der 
kleinen Äxe der Ellipse, die kleinste der grossen Äxe. Auf 
der rechten Seite der Gleichung (17) ist daa Zeichen + za 
nehmen, wenn c„r> 0, c^, > Oj und — , wenn c™, <0, Cp„<0. 

Im Falle 2) giebt ee NoimaUchnitte, für die c ^ ist 
Die Spuren dieser Normalschnitte in der Ebene OrO, bestimmen 
sieh aus der Gleichung: • 

e^rx' + 2h,xy,-\-c„y = 0. (18) 

Diese Schnitte theilen die Fläche (gm) derart in zw.ei 
Felder, dass in dem einen c> und im andern c < 0, d, h. 
dasa das eine Feld gegen den Parameter h^ concav, das andere 
convex gekrümmt ist. Die Indicatrix des ersten Feldes ist 

c„rx^ -\- 2h, xy + Cm,/ = -|- 1 , 
die des zweiten 

CnrS? + "ih-.Xy + Cm.y* = — 1. 

Diese beiden Hyperbeln haben gemeinschaftliche Asym- 
ptoten (18) und gemeinschaftliche Axen, welche die Spuren der 
Hauptschuitte in der Ebene Orü, sind. 

Im Falle 3) endlich wird die Krümmung e zu Null, wenn 
die Spur des .Schnittes in der Ebene Ora, die doppelte Gerade 

c„r^ + 2Kay + c^.f = 0" 

ist. Für die üftigen Schnitte dagegen hat die ErUmmung c 
daaselbe Vorzeichen, wie c^r und c„,. Alle Schnitte sind gegen 
Jim concav, wenn c > und convex, wenn c < 0. Im erateren 
Falle repräaentirt die Gleichung der Indicatrix die beiden 
parallelen Geraden: 

im zweiten aber diejparallelen Geraden: 

91. Um die einem gegebenen Krümmungaradiua q oder 
einer gegebenen Krümmung c entsprechenden Schnitte zu 
finden, hat man die folgenden zwei Gleichungen nach x und 

y aufeulöaen: 
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if + g' + 2xycot8—+j, 
e,r!f + 2K.xy + c,s' - + 1; 
die so gefondenen Werthe von x und y bestimmen in der 
Ebene OrO, diejenigen Punkte, durcb welcbe die Ebenen der 
gesuchten Schnitte hindurchgehen müssen. Die Gleichungen (19) 
geben 

(c — (w) a^ + 2 (c coB — h„) a;j/ + (c — c™.} / = 
als Gleichung der Spuren jener Ebenen in der Ebene OrO,. 
Bei den den Hauptkrümmungen entsprechenden Schnitten 
müssen diese Spuren zusammenfallen, wozu erforderlich ist, dass 

(C — C^r) (C ~ C„,) — (C cos @ — ICr.f = 0, 

oder dass: 

sin*® . C* — (Cmr + Cm. — 2ftrj COS @) C + CmrCm, ll?,t = 0, 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Hauptkrümmungen. 
Bezeichnet man dieselben mit C und C, so ist: 

p _^ p, _ Cmr + "-"^^-J^' «^ .g ^ (20) 

■ gC'" """'^^."^^''"' - (21) 

Die erste dieser beiden Grossen heisst die sphärische 
Krümmung der Flädie, die zweite das Erämmungsmass der 
Fläche. 

Mit Hilfe der Formeln (15) lassen sich diese Grössen 
durch die Coordinatenparameter und deren Derivirte nach den 
Coordinaten ausdrücken; es wird nämlich: 



C + C' = 



■ hmD,a, -|- o', ■ hmDrOr — SOrai hmDrOi . 



Die Gleichungen der Spuren der Hauptschnitte sind: 

(C — c„r) a; + (C cos @ — K,)y = 0, .^^. 

(C - c^r) X + (C cos ® - %.) y = 0. 
Mao kann sich leicht davon fiberzeugen, dass diese Ge- 
raden auf einander senkrecht stehen. . 
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Teriauscht man die Coordinateii x, y mit rechtwinkligen 
X, / in Bezug auf die Geraden (24) als Axen, so nimmt da- 
durch die Gleichung (17) der Indicatrix die Form an: 

Cx^-\-C'y^ = + 1; 
bezeichnet nun (p den Winkel, welchen die Ebene eines be- 
liebigen Normalschnittes mit der Ebene des Schnittes von der 
Krümmung C bildet, so ergiebt sich für die Krümmung c die 
Formel 

0^=0 cos^ gi -f- C sin* tp, 
weiche Euler gefunden bat. 

Haben C und C entgegengesetzte Zeichen, so wird die 
Erfimmung c, welche einem Winkel qi entspricht, dessen Tan- 
gente der Bedingung 

t&nip = +y — ö" 

genügt, zu Null, und die jenem Werthe von c entsprechenden 
Spuren in der Ebene x' y wei-den zu Asymptoten der In- 
dio atrix. , 

93. Ist die Indicatrix eine Ellipse, so kann es auf der 
Fläche (am) Punkte geben, für welche die Hauptkrümmungen 
C und C einander gleich sind; ein solcher Punkt heisst Nabel- 
punM (umbilicus) oder Kreispunkt. In diesem Punkte geht 
die Indicatrix in einen Kreis über, und die Krümmung c jedes 
durch diesen Punkt gelegten Normalschnittes ist eine und 
dieselbe. Der diesen Kreispunkt enthaltende Theil der Fläche 
(Sm) Ton zwei unendlich kleinen Dimensionen hat mit einer 
Kugelfläche Aehnlichkeit, und mit Yeruachlässigung unendlich 
kleiner Grössen von höherer als der zweiten Ordnung kann 
man ihn als Theil einer Kugelfläche betrachten, deren Radius 
gleich dem Krümmungshalbmesser eines der Normalschnitte ist. 

Für einen Kreispunkt ist (17) die Gleichung eines Kreises 
und es ist dann 

Cmr = Cmi, Ä^, = Coir COS 0, 

was wegen der Formeln (15) die beiden Gleichungen 

KnDrOr : h„D,a, : h^Drü, == ür : a? : Ora, 
liefert; aus diesen Gleichungen kann man die Ooordinaten 
9r, Si <ier Kreispnnkte ableiten. 
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93. Nimmt mao an, dass die Geschwindigkeit v die Rich- 
tung der durch die erste der Gleichungen (34) dargestellten 
Geraden hat, so sind die in jener Gleichung Torkommenden 
X und y den Componenten der Verschiebung vdt nach den 
Richtungen a, und a„ d. h. den Grossen ardqr und a,dq, pro- 
portional; es besteht daher die Differentialgleichung 

(G — c„r) ardqr + {C COS @ — fc.,) a.dq, = 

zwischen den beiden Coordinaten q, und q,, während g„ con- 
stant ist. 

Das Integral dieser Gleichung, das wir mit 

Fii„q.)-a (25) 

bezeichnen (worin a eine Constante), ist die Gleichung einer 
auf der Fläche {qm) gelegenen Linie von der Eigenschaft, dass 
die Tangente in jedem ihrer Punkte {q,, q,) die erste der 
Gleichungen (24) zur Gleichung hat, d. h. dass diese Tangente 
die Spur eines der Hauptnormalschnitte der Fläche {q„) im 
Berührungspunkte ist. Infolge dessen umhflUt die Linie (25) 
alle in der Ebene Ord, liegenden Spuren der ihren verschie- 
denen Funkten entsprechenden Hauptschnitte. Eine solche 
Linie nennt man KrummungsUnie der Flache ($„,). 

Die zweite der Gleichnngen (24) giebt die Differential- 
gleichnng: 

{C — c„r) ardqr + (C cos ® - icr.) ajq. = 0, 
deren Integral 

(wo ß eine Constant« ist) eine andere, zur ersten orthogonale 
Kriimmungslinie ist. Man kann somit die Grössen a und ß 
als orthogonale Coordinaten eines Punktes auf der Fläche 
(jm) betrachten. 

94. Bei der Bewegung eines Punktes auf einer beliebigen 
Linie auf der Fläche (q^) erzeugt die Normale der Fläche in 
diesem Punkte, oder die Kichtung des Parameters Am, eine ge- 
radlin^e Fläche. Dieselbe ist im allgemeinen windschief und 
nur in dem Falle abwickelbar, wenn die Trajeetorie des 
Punktes eine Krümmungslinie ist 
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■ Zum Beweise bestimmen wir die Winkelderivirte des Pa- 
rameters im, d. h. die Winkelgeschwindigkeit seiner Bewegung, 
die wir mit co bezeiclineu. Die Projection der geometrischen 
Derivirten D,hn auf die Ebene «,«, ist gleich der Winkel- 
geschwindigkeit 0, multiplicirt mit dem Parameter Ä™; ihre 
Richtung ist dieselbe wie die von to; also ist: 

h^ar-tO C08 (oflr) = ürDih^ = haDittr, 

hmd, a cos {caß,} = a,AAm ^ — KtD,a,; 
nach den Formehi (10) nnd (15) hat man aber; 

KDtOr = ä, ■ KDrOr "f ä'. ' KD.Or 

Ve 
h„D,a, = q'r-KDrO, + ^, ■ KI),ä, 
= Ka,Q{r,x + (^,y) • ^-^ 
also 

£) cos (ß) ar) = — {c^rX + K.y) "^ , 

<t) COS ((»«,) ■= — (kr,so'-\- c„,y) —p^, 
Vv 
was man auch schreiben kann: 

c> cos (raOr) = r= • 5— , ra cos (raOj) = - — -= . 5— , ("26) 

wenn man setzt: 

IS = CmrX^ + 2Ä,..a;j/ + c^,y'. 
Die Formeln (26) zeigen, dass die Projection von ra auf 
die Ebene Ora, dem Differentialparameter der Function tT pa- 
rallel ist. Und da diese Function die linke Seite der Gleichung 
(17) der Indicatris ist, so muss ihr Parameter die Normale 
der Indicatrix im Punkte {x, y) sein; daher ist o senkrecht 
zu der Tangente der Indicatris in diesem Punkte. Die Gerade, 
welche das Centrum der Indicatrix mit dem Punkte (x, y) ver- 
bindet, d. b. die Richtung der Geschwindigkeit v bildet mit 
der durch dasselbe Centrum gehenden Parallele zu ra im all- 
gemeinen einen gewissen Winkel, der nur dann gleich Null 
ist, wenn die Geschwindigkeit v die Richtung einer der Axen 
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der Indieatrix, d, h. die der Tangente an eine der Erümmungs- 
linien hat Ist dieser Winkel nicht Null, ao liegen v und 
D,hm, d. h. die Anfangs- und Endgeschwindigkeit von h^, nicht 
in einer Ebeüe; deswegen erzeugt h^, d. h. die Nonnale der 
Fläche {q-m), bei seiner Bewegung eine -windachiefe Fläche. 
Hat aber v die Richtung einer der Äxen der Indicatris, so 
hat cü dieselbe Richtung; in diesem Falle liegen v und J)j^ 
in einer Ebene; wenn also der Anfangspunkt des Parameters 
kn, d. h, derjenige Punkt, in dem die Normale der Fläche 
(^m) errichtet iat, eine der Krßmmungalinien beschreibt, so 
erzeig diese Normale eine abwickelbare Fläche. 

95. Ist das Coordinaten System der q^, q^, q^ orthogonal, 
so ist , 

^^ = 0, hJi.^O, a,nD,ar. = 
und mithin 

h^D^a, = hmhr ■ OrDiOr + hnh, ■ a,B,a, + h^ • a^Bgür = 0; 
also ist lirs = 0, und die Gleichung der Indicatrix nimmt die 
Form an: 

Cmr^'' + Ciiiiy^ = + 1. 

Dieselbe zeigt, dass die Richtungen der Parameter hr und 
h, oder der Goordinatenaxen die Axen der Indicatrix sind; 
folglich berühren sie die Krümmungslinien in jedem Punkte 
der Fläche (gm); daher sind die Coordinatenlinien (ärffm) und 
{q,qm) KrümmungsUnien der Fläche {qm). Wenn also drei 
Flächen {q^, [q^, {q^ orthogonal sind, so schneiden sich zwei 
von ihnen mit der dritten in den Kriimmungslinien d&r letzteren. 
Diese Eigenschaft eines orthogonalen Systems von Flächen 
hat Dupin gefunden,*) 

Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, dass in dem vor- 
liegenden Falle (W und c„, die Hauptkrümmungen der Fläche 
(qm) sind. Die Formeln (15) und (2) geben: 

Am Sor Am Soj 

""^ Or dqia ' "" Ol dqm ' 



*) Döveloppements de GWomßtrie. PBria 1818, pag. 239. 
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Diese Ausdrücke der HauptkrÜmmungen durch die Pa- 
rameter in einem orthogonalen Systeme rühren von Lam^ her,*) 

96. Das System der elliptischen Goordinaten A,, Aj, Aj 
(a. §, 56) ist ein orthogonales und der Dupin'sche Satz gilt 
daher für dasselbe; folglich sind die XrUmmungsiinieu des 
Ellipsoids (Aj) die Sehnittcurven desselben mit den confocalen 
Hyperboloiden (X^) und (A3). Die HauptkrUmmungen des 
Ellipsoids in einem seiner Punkte (X^, Ag) sind: 



2 tl, - l,) 






^' 2 eil — M h-h y (i. - '^) (*. -- h) 

Da Aj > Aj > A3, so sind die Grössen c^ und c^ negativ; 
folglieh ist nach §. 90 die Krümmung c jedes Normalschnittes 
ebenfalls negativ ; daher ist das Ellipsoid in allen seinen 
Punkten convei nach der Seite des Punktes h^, d. h. concav 
nach dem . Centrum hin. 

Ebenso findet man für die HauptkrUmmungen des ein- 
manteligen Hyperboloids (A,): 

Die erste Krümmung ist positiv, die zweite negativ; des- 
wegen ist das einmantelige Hyperboloid in jedem Punkte con- 
vex-coneav. Die Krümmung c wird zu Null, wenn die Spur 
des Normalsehnittes in der Tangentenebene mit der Spur des 
der Krümmung c^^ entsprechenden Hauptachnittes einen Winkel 
g) bildet, dessen Tangente durch die Formel 



fan|,- + yt_i 



bestimmt ist. Solcher Geraden giebt es zwei; 1 
geradlinigen Einengenden des Hyperboloids (A^). 



*) Le^ona aur Im coordonn^ee curvilignes. pag. 51. 
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Für das zweimantelige Hyperboloid endlich sind die Erfim- 
mungen 

- _ ft. . _ h 

also beide positiv; daber iat das Hyperboloid (A3).coneav oacli 
der Seite des Parameters k^ und convex Dach dem Centrum zu. 
Für die Kreispunkte anf dem EUipsoid (i,) muas c^^ =Ci3 
sein, woraus folgt: l^ '^ ^- ^^ ^^^ — ^ zwischen A^ und 
Aj liegt (s, |. 56), so muss notbwendig Aj = /^ = — Oj seiu; 
folglich liegen die Kreispunkte in der Ebene ^ = und zwar 
in den Schnittpunkten der Ellipse 

iTT^ + ffi;-' 

mit der Focalhyperbel 

"i — "a <h^<h 

Das einmantelige Hyperboloid kann keine Kreispunkl« 
haben, da c^i und Cgg überall entgegengesetzte Zeichen habea 

Die Kreispunkte auf dem zweimanteligen Hyperboloid (4) 
sind der Bedingung unterworfen: 

Ai = Aj = — dg; 
sie liegen daher in der Ebene s ^ 0, im Schnitte der Focal- 
ellipse 

«1 — »3 «1 — «^ 
mit der Hyperbel 

In dem Werke von Monge: „Application de l'analyse ä la 
Geometrie" findet man eine bildliche Darstellung der Kröm- 
mungshnieu auf dem EUipsoid. 

Die Krümmung Cg der Erfimmungslinie (l^l^) ist durch 
die Formel 

gegeben (s. §. 89) und die Krlimmung c^ der Krfimmungslinie 
(AjAg) durch die Formel: 

'•' ~ ""' + ""'' ~ 1(1, -y + r(V=»S' ■ 
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XI. Capitel. 

ProjectJonen und ComponeDten der BeBchleauiguDgeD Tersohiedener Ord- 
cnngen auf denCoordinatenpEmmetem. — Anwendung aufdieBeBtiminuag 
der ersten und zweiten Krümmung der Bahn einea beweglichen Pon^tea. 

97. Die Formeln, welche zur Bestimmuiig der Geacliwiiidig- 
keit vermittelst deren Projectionen und Componenten auf den 
Coordinatenparametem dienen (VIII. Capitel), lassen sich auch 
auf die Beschleunigungen verschiedener Ordnungen ausdehnen. 

Es seien: 

die Componenten der Beschleunigung v„ nach den reciproken 
Parametern a^, o,, a^ und 

i^., {p^., ^P» 
die Projectionen Ton w„ auf dieselben Parameter. Die aus 
den drei ersteren Grössen gebildete quadratische Form 

T^ = i2^qn.rin^, (1) 

WO das Summenzeichen 2J sich anf die Indiees r = 1, 2, 3, 
s= 1,2,3 bezieht, ist gleich ir,*, d. h. gleich der Hälfte des 
Quadrats der Beschleunigung v„ ; wir wollen diese Grösse die 
Energie (n -|- 1)*°' Ordnung nennen. Dieselbe lässt sich auch 
durch die conjugirte quadratische Form 

T. = ii:h:h.p^p^, (2) 

darstellen, wobei die Relationen bestehen:; 

_ 3r, 3T» 

Also ist 

i«„s = 2; = T„, 

woraus sich für die Beschleunigung der Werth v^ = y2T„ = 
= y2T„ als eine Function der Grössen q^^ oder p,^r ergiebt. 
Die Grössen 

M"' l''-" K"" 

sind die Projectionen der Beschleunigung v» auf die directen 
Parameter h,, h^, h^ und 

hp»,!, hp^,2, hPn.a 
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sind die Gomponenteu derselben nach diesen Parametern. Somit 
bestimmt jede der Formebi (1) mid (2) die Grrösse der Be- 
schleunigung* Vn , während die Formeln 

1 sr. 



(3) 



«, cos («,«.) = -p,,=-g^^, 

«-„coeCt-^M-A^w^^lra^J 

ihre Kichtmig bestimmen. 

98. Es ist nicht echwer, Formeln für die 
rechnung der Grössen 

j»!,"» Pl.v„ ■ ■ • Pn.m, 

qi,^, «S,n.,... qn,m, 

aufzustellen. 

Die Formel für die DlSerentiation eines geometrischen 
Productes giebt: 

d. h. 

i'-F,,. = %== - ^w ■ ^^^i^; (4) 

es ist aber: 

dT„ _ 

und daher: 

^'^ = S^::^- q\,r + Sq,,r{^D;^ 4- arD,a,n); 

folglich wird 

P*+m = f «.«ör ■ gV + -f S-v ■ OrnAar , (5) 

oder, mit Berücksichtigung der Formeln (6) im X. Capitel: 

p„+,,« = f ^. ■ q\r + ^q^r ?iirm)q\. (6) 

Nach dieser Formel lassen sich die Grössen ^«+1,1, Pn-i-t,t, 
P-1+1,8, durch welche die Projectionen der Beschleunigung 
(« -|- 1)*" Ordnung auf die reciproken Parameter bestimmt 
sind, berechnen, wenn man die Grössen 2„,i, §„,8, 9^,3, welche 
die Componenten der Beschleunigung «"' Ordnung nach den- 
selben Parametern bestimmen, und die ersten Derivirten der 
Coordinaten nach der Zeit q\, q\, g'g kennt, welche die Com- 
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poaenten der Geschwindigkeit nach den reciproken Parametern 
l^timmen. Für die Beschleun^ung erster Ordnimg v^ ergiebt 
sich aus Formel (6): 

Für 2^+1,« kann man eine ähnliche Formel wie (6) er- 
halten. 

Da nämlich 

*-•■+' = ^ - '^MK, 

SO ist 

!.+,.„ -'-^-iMKi (8) 

es ist aber 

folglich hat man nach Formel (8): 

ff«+l,« = q\m + f 2»,r ■ KD^r, (9) 

wo hmD,ar eine lineare Function der Derivirten q\, q'^, q\ 
ist [s. Formel (10), X. Capitel]. Auch ist es leicht, q„j^i,m 
Tetmittelst der Grössen p„^„ auszndrücken. Da nämlich 

so läsat sich Formel (9) auch schreiben: 

3„ + l,™ = SKÄ ■ p'n,r -i- ^pn,r ■ K.D,hr, (10) 

WO h^Bihr nach Formel (11) im X. Capitel eine lineare Function 
der Derivirten g\, q^, q\ iat 

99. Die Formeln (6) und (10) lassen sieh in anderer 
Gestalt darstellen, die sich leichter dem Gedächtnias einprägt. 
F«r die Beschlennigui^ erster Ordnung hat man 

Pl,'^=P''n — vDiOm, 

während Formel (3) des X. Capitels ergiebt: 
also ist: 
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Nach §. 83 hat man hier bei der Differentiation von T 
nach q„ die übrigen Coordinateu und die Berivirten aller drei 
CoordiDaten nach der Zeit, d. h. g\, ^^, q\, als con^tant an- 
zusehen. Also ist 



hat man: 



8g. 
Nach Formel (7) hat 
8pi, 
di 
folglich 

hiermit kann die Formel (4) für « «= 1 geschrieben werden: 

J>»,m = P'l,m — i f ffv ^^ • 

Da aber 

8T. 

so ist: 

also 

In der Abhandlung: „Sur les accel^rations de divers 
ordres"*) hat der Verfasser gezeigt, dass allgemein 

för « > 2 kann man jedoch diese Formel durch eine für die 
Berechnung bequemere ersetzen. Aus Formel (5) folgt fOr «^ 1 

und man hat folglich für m> 1: 

wodurch der Ausdruck (4) übergeht in 

„ .■ _ >'„ -I&sr-. 



j..,.-j-.-,,.---S=ij, 



•) Mömoires de t'Aoad^inie des soiences de St. Pöterebouig, VII" 
Bdrie, T. Vm, No, 5.' 
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es ist aber: 
fölglicli wird: 

Auf ätnliche Weise lässt sich leicht beweisen, dass 

S,+ ,. = 3'-.. - ^:—, far « ^ 1. (14) 



gTa 

Für w-= 1 ist: 



Itt die Formel (11) kann man statt T die ihm conjugirte 
Form T einführen. Hierzu beachte man, dass nach der be- 
kannten Eigenschaft der homogenen Functionen 



ist; daraus folgt 










2 


dT 


„ , dpr „ 9T Spr 


! 




nun ist aber: 


dT 

9^ 


ST3pr , 3T 






Subtrahirt man 


dies von dem vorigen, so 


folgt: 








8T _ 3T 






und daher läast sich die Formel (11) durch die folgend« 


3 er- 


setzen: 




p^--p'' + S:- 




(16) 



Nach Formel (11) ist pi,„ eine Function von den Co- 
ordinaten und deren Derivirten erster und zweiter Ordnung 
nach der Zeit; nach Formel (16) aber ist dieselbe Grösse als 
Function der Coordinaten, der Grössen j),, p^, p^ und der Pe- 
rivirten p'„ ausgedrückt. 

100. Mit Hilfe der in den vorhergehenden Paragraphen 
abgeleiteten Formeln lassen sich die allgemeinsten Ausdrücke 
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für alle Grössen ableiten, die auf die Bestimmung der ersten 
und zweiten Erümmimg einer Curve Bezug haben, deren Punkt* 
durch irgend welche krummlinige Coordinaten bestimmt sind. 
Die pTojectionen der Beschleunigung erster Ordnung v^ 
auf die Tangente und auf die erste Hauptaormale sind: -^. 
und — , wo 9 den Radius der ersten Krümmung bedeutet; 
daher ist: 

v = ,-. + Uj- 

Führt mau hier statt der Geschwindigkeit v und der 
Beschleunigung v^ die Energie erster und zweiter Ordnung 
^ti* = T und {vj^ = 2*1 ein, so ergiebt sich: 

4Tr.-'-f-' + (§)"; 

hieraus erhält man für den Krümmungsradius: 



b^^'-mi 



(17) 



WO statt T und 7^ die quadratischen Functionen zu setzen sind: 

Somit ist der Badius der ersten KrOmmimg als Function 
der Coordinaten, der Derivirten erster Ordnung derselben nach 
der Zeit and der Grosse gi,^ dargestellt, welche letztere ausser 
den vorhergehenden noch die Derivirten zweiter 'Ordnung 
q"r enthalten. Mau kann, indem man, wie im §. 29 verfährt, 
noch zwei weitere Ausdrücke für p erhalten. 
Aus der Formel 



leitet man ab: 



— = ««, sin (vfj) 



= t^Vi* — ll*tli'c08*(w«j) == _ 



^PrQr, ^Pl,rqr 
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ft ft 1 


S'>9j 


ftlplJ 


?i> <fu 


es ist aber: 






i»ä ft 




a. fts 


^ "s"., 


«>", 


Os«., 


»•% 



I iPisPn I UsiSii I \pnPii\ \'ln ^12 \ 



I 3ia Sis { I OgOs, o^a, I 9is Sit | 



wo man nach §. 


66 bat: 




^ 

".«! 




-a,X'(l-«, 


■)_«<^i,*„ 


«1«. 




— "lOiVK«. 


-»i) — oiXV^^Ä. 


^ 
^ 


^ 
^ 


— «.VojC",«! 


-«.) — ««i'^'Ä; 


aetet man daher: 






9.«'. 
ia 9.1 


«31 9u 


Q,, 5' !' -«■ ('S) 

9ll «1! 


«ad 






80 folgt: 


«0,"^ = 


"A, 


ft ft 


-^(JÄftH- 


*Ä«, + P.«,)l 


ebenso findet man: 






-A(K\Q, + hjHQ, + h,h,Q,), 






-AiKh:Q,+hXQ, + hJ,Q,); 
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mithin wird: 

woraus folgt: 



Auf ähnliche Weise findet man: 



(19) 



_^^l (20) 

wo H=h^'h^%*J' und 

' I Äs fts r ' I Äs Pu r ' I Pn Pu I ' 
101. Wir wollen nun die Formeln für die Cosinus der 
Winkel ableiten, welche die Richtung von q, d, h. die erste 
Hauptnormale, mit den reciproken und directen Parametern 
bildet. 
Da 

so ist 

und 



«m«i = Pi,m und "i ■= ^ + j| . 



- co8((.a„) + Om 5( coB(wa„) =j>i,„ 



hieraus folgt mit Berücksichtigung der Formel (17), wenn 
man v = YWT einsetzt: 

cos(pa™) = 



Hierin ist: 



ST, , dT tJT „/pT , , dT ,\ 

Pl.m = ü und ^r='3T'=-il5— 9r + ^— J'rl- 

'^ ' Ö9l,m ät dt r \Sqr^ ' Opr^ J 

Da aber= — ^Qr^ so ist: 

Digitizecy Google 



'äs. 



hieraus ergiebt sich: 

Nun ist aber g^— = OrOm, also ist: 



'8si,. 



2Tp,.-p.':^-2t"' "•"' 



folglicb: 

i^Hidi)] 

dqi,m dt 2 ^gi.m 

und 

oder, nach Formel (19): 

Setzt man hierin m ^ 1, 2, 3, so ergeben sich die Cosinus 
der drei "Winkel, welche die Richtung des Radius der ersten 
Krümmung mit den Richtungen der reciproken Parameter 
bildet. 

Auf dieselbe Weise kann man Ausdrücke für die Cosinus 
deijenigen Winkel finden, welche die Richtung von p mit den 
directen Parametern h^, h^, k^ bildet. Man erhält dafür die 
allgemeine Formel: 



cos ipK) = - ^^— = ^[^) 



dSoratPrP, 



i api.m hm\2T/ Spi,m 

Die Grössen $,, Q2, Q^ (Gleichung 18) genügen den Be- 
dingungsgleichnngen: Ä 
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welche ansdrQcken, dass diejenige Strecke, deren Projectionen 
anf die Äxen a,, Oj, Oj gleich 

i-AiQ,, i^AiQ,, i-AiQ, (21) 

sind, auf der Geschwindigkeit v und auf der Beschleunigung p, 
senkrecht steht Diese Strecke hat, wie aus Formel (19) er- 
sichtlich, die Länge — und ist dem Inhalt des fiber v und Vj als 
Seiten construirten Parallelogramms gleich. Ein Beobachter, der 
in der Richtung der Geschwindigkeit v steht und auf den Mittel- 
punkt der ersten Krümmung hinschaut, hat die Richtung der 
fraglichen Strecke zur rechten Seite. Um siehdavon zu über- 
zeugen, braucht man nur die vorstehenden Formeln auf ein 
geradliniges , rechtwinkliges Coordinatena jstem anzuwenden. 

102. Wir wollen nun noch die allgemeinen Ausdrücke 
für den Radius r der zweiten Krümmung und für die Cosinus 
der von ihm mit den directen und reciproken Coordinaten- 
Parametem gebildeten Winkel ableiten. 

Bezeichnet man die Projectionen von r auf die reciproken 
Parameter mit - iJ,, - K,, - iL, so hat man, weil r auf c 
und V, senkrecht steht: 

nach der Formel (10) §. 28 fBr die Projection der Beschleunigung 
zweiter Ordnung v^ auf r ergiebt sich femer: 

Aus diesen drei Gleichungen folgt: 

A=ff, -R,-^,ü.-'^, (22) 



ä'l 


3, «', 


In 


äiV «i> 


S>i 


Sü So 



Die Formel, welche das Quadrat irgend einer Strecke 
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durch 

giebt 


ihre Projectionen auf die Coordinatenaxen 


ausdrüctt, 


hieran 


s folgt 


mit Beachtung der Formeln 


(22) und 


(19): 




^ 


^-^,E-hh,q,Q,-^,(Sh 


*,&«.)' 




und folglich: 


r- + ^SM,AQ„ 




(23) 



WO das Zeichen + zu nehmen iat, wenn D>0, und — , wenn 
Z) < 0. Im ersteren Falle haben JJ,, B^, iJj, wie aus den 
Formeln (22) ersichtlich, dieselben Vorzeichen, wie die Grössen 
(21), im letzteren aber die entgegengesetzten. Daher hat der 
fiadius der zweiten Krümmung für D > dieselbe Richtung, 
wie diejenige Strecke, deren Projectionen auf die Coordinaten- 
axen die Grössen (21) sind, im Falle D < aber hat er die 
entgegengesetzte Richtung. Folglich hat im ersten Falle die 
Ebene der ersten Krümmung eine positive Drehung um die 
Richtung der Geschwindigkeit, im zweiten aber eine negative. 
Aus den Formeln (22) und (23) lassen sich Ausdrücke 
für die Cosinus der von der Richtung von r mit den reci- 
proken Parametern gebildeten Winkel ableiten. Man findet 
mmlich die allgemeine Formel: 

co3(ra^) = H =^- -, (24V 

Da nun 

^ (Öl ■ ii, + A^^A ■ ß» + ^ • -Bs) 

die Projection von r auf den directen Differentialparameter 
hm ist, SO wird 

cos {rK) = ~- (A^ ■ jRj + hji^ ■ Bj + hJi^-IQ, 

was mit Hilfe der Formeln (22) und (23) auf den folgenden 
allgemeinen Ausdruck der Cosinus der von der Richtung von 
r mit den directen Parametern gebildeten Winkel führt: 

cos(r»„) = + - -l^«'--_ _ + i «i^iSMOi . (25) 
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Man sieht leicht, daas: 

<?m = ^(^ ■ Pi -\-^-P^ + ^^- Pj) 

und 

Ä ShJi ■ QtQi = RSä^i ■ PiPi, 
so dass sich die Formeln (24) nnd (25) auch in die folgendei 
umformen lassen: 



coB (rci^) = 



SomO i - Pi _ , _1_ di SaiOi- PtPi) i 



cos(rAm) = + - 



-<hnlZMaiPkPi)i' 
103. Sind die Coordinaten eines Curvenpunktea als ex- 
plicite Functionen einer einzigen Veränderlichen gegeben, die 
als die Zeit betrachtet werden kann, ao bietet die Anwendung 
der obigen Formeln auf specielle Fälle keine Schwierigkeit dar. 
Die Gleichungen der Curve seien von der Form r 
9 (Qu 9i, Sb) = 0, ^(qi, q^, q^) =■ 0; 
dann kann man mit Hilfe dieser Gleichungen und ihrer Differen- 
tialgleichungen 

^f — (i 41?_n ^— n ^''^ - (\ 
dt ~ "' dt' ~ "' dt ~ "' dt' ~ ^ 

die Grössen: q'm, Pm, qi,m, Pt,m, c[2,m, P2.m eliminiren; dadurch 
kommen statt dieser Grossen die partiellen Derivirten erster, 
zweiter und dritter Ordnung der Functionen ip und ij; nach 
den Coordineten g-,, q^, g^ in die Ausdröcke. Diese Elimination 
lässt sich folgendermsssen bewirken. 

Setzt man ^— == (pm, 5 — = '^m, so erhält man w^en 
g = 0, 3^ = die Relationen 

woraus folgt: 



setzt man also 






I *3 *1 I 



I ^1 ^2 I 
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g', =.Ä;@,, ^^ = k@^, 2'b^*®3. (a) 

wob«! fc einen beliebigen constauten oder Yeränderlichen Werth 
haben darf, da man für eine der Ooordinaten eine beliebige 
Function der Zeit wählen kann.*) Indem man nun die Re- 
ktionen (a) noch zweimal nach t differentiirt und jedesmal mit 
Hilfe derselben Relationen die Derivirten g'j, g'j, g'g eliminirt, 
gelangt man zu Ausdrücken für q", q^", q^", 3,'", q^'", q^" 
als Functionen der Coordinaten. Hierauf lassen sich die Grössen 
' Pmt J'i.mi 2i,7n, pi,m, Ji.m als Functionen der Coordinaten aus- 
drücken, und mit Hilfe dieser Grössen kann man endlich nach 
den Formeln der vorigen Paragraphen alle, auf die Bestimmung 
der ersten und zweiten Krümmung bezüglichen Grössen als 
Functionen der Coordinaten darstellen. Eine passende Wahl 
des Factors & erleichtert häufig die Elimination der Grössen 

gm', q^'q^". 

Wir empfehlen die dargelegte Methode auf folgende Special- 
fälle anzuwenden: , 

1) auf den Schnitt zweier Flächen zweiter Ordnung, deren 
Gleichungen in geradlinigen Coordinaten x, y, z sind: 

«.x^-\-pf + yz^-\-S = ^, aV-|-/S'j/^-|-j'V + 5' = 0; 

2) auf dpii Schnitt zweier Cylinder zweiter Ordnui^: 

V + 2s' = *», 9'i' + 23* = »j 
■ wo ffi) Sai Iz "^ß Abstände der Curvenpunkte von drei ge- 
gebenen, sich in einem Punkte schneidenden Ebenen sind; 

3) auf den Durchschnitt eines Ellipsoids mit einer ihm 
concentrischen Engel, wobei sich elliptische Coordinaten an- 
wenden lassen. 

104. Mit Hilfe der Formeln des §. 98 lassen sich all- 
gemeine Ausdrücke für die Projectionen der Sehne, die den 
von dem Punkte in irgend einer Zeit durchlaufenen Weg unfcer- 



*) Man wähle fto Ä einen beliebigen Werth und eliminire ans den 
GleiohuQgen 3', ob^^i, q: •^^O, 1^ -~0 die beiden Coordioateit ^ nnd g,; 
dadurch erhält man eine Oteichnug von der Form i'i^fiSi), welche 
diejenige Fnnction der Zeit beBtimmt , die man fät g, irählen miuB, 
damit k den angenommenen Werth habe. 
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spannt, auf die directen und reciproken Parameter aufstellen. 
Bedeutet u> die Sehne des vom Punkte in der auf t folgenden 
Zeit t durchlaufenen Weges, so hat man nach det Formel 
des §. 30: 

^-[Pmr+i)..„/^' + j).,.^ + --.+J'... i,3.^^^ ^ + --] 

W cos (w Am) a= 

i;;[l.r + 3,,.'^' + ä.,.^ + ...+g^. , , "^^^ -^ +. ..] 

"^0 pm, Pi,m ■ ■ ■ , 9um, Sä.m ■ ■ ■ nach dcH Formeln des §. 98 zu 
berechnen sind. Durch die Projeetionea der Sehne w auf die 
directen und reciproken Parameter bestimmt sich aber die 
Lage des beweglichen Punktes zur Zeit ( + t. Wir empfehlen 
diese Formeln auf Polarcoordinaten anzuwenden. 

105. Wir wollen nun die Formeln des §. 98 für ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem entwickeln, und die wichtig- 
sten, sich aus ihnen ergebenden Folgerungen untersuchen. 
Die Bedingung der Orthogonalität der Coordinaten q^, q^, q^ 
ist dadurch ausgedrückt, daes Or«, = 0, wenn r nicht gleich s 
ist, und dass ß, = t- . Man luvt in diesem Falle (s. §, 85) 
(rsr) = ürViür = — n -^ 

(rrr) = OrDrar = — i^^qi 
(rrm) =. a™i>,a, = j^a g^ 
(rsm) = a^D^a^ = 0; 
dadurch erhält man aus Formel (7): 

was auch in folgender Form geschrieben werden kann: 






i^."" TV?»:' 

1 gfta ,g 



(27) 
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Dies läast sich direct aua Formel (11) ableiten, indem 
man darin setzt: 

Aus Formel (26) folgt: 

hm dir \hr/ \X,J Am dq. Vfi. / U« / ' ^ ^ 

hierin ist r— 2« die Projection der Geschwindigkeit v und 
AwJJi,»! die Projection der Beschleunigung v^ auf den Parameter 
/*„,; femer ist -^ ^-^ (s. §. 95) die Hauptkrüramung Cm,r der 
Fläche (^ni), welche Krümmung zu dem Schnitt dieser Fläche 
mit der Ebene der Parameter h,„ und hr gehört. Setzt man 
daher v— /« = "m, so erhalt man nach Formel (28) allgemein ; 



v,cm(,,l,,)-'^ + c.,u,' + c. 


«," — ^mMrMm — C,b 


mithm wird; 




,,m,(,M-'^+e,,u,- + c„«,' 


— e.i«i»i - «iii",», 


.,».{»,*,) =§+<i.< + 'i,«,' 


— <i,«>n, - »11«, «i 



Vi cos («[/(s) = -J7 + ^TilWl^ + "sa"«^ ~ Cia%M3 ~ %Mj«3. 

Diese Ausdrücke für die Projectionen der Beschleunigung 
erster Ordnung auf die Äxen eines orthogonalen Coordinaten- 
sjstems hat Giraudet (Theses de mecanique) gefanden; hierauf 
erschienen sie in dem Werke von Lame; „Le^ona aur les co- 
ordonnees curvilignes". 

Angenommen, der Punkt m bewege sich gleichförmig mit 
der Geschwindigkeit v = 1 auf der Coordinatenfläche (q^) ; ea 
bezeichne gj den Winkel, welchen die ßichtung der Geschwindig- 
keit mit dem Parameter /ij bildet und q den ersten Krümmungs- 
radius der Bahn: dann ist: 
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«j = C0S9), Mj = 8UI9J, 1^ = 0,-^ = 0, -j7a =*J)--- 

und «1 ■= — ; die ßichtung von v, fällt überdies mit der von 
Q zusammen. Hiermit geben die Formeln (29) über in; 

— cos(pA,) = — aiatp {-^ — c,3 sin^ + c^, coa<p) ; 

^ cos (pAg) = cos ip{-£~ c,a smq> + c^, cosqpj , (30) 

- cos (pAg) = Csi cos^9> + Cjj sin*9). 

Die letzte Formel ze^, dass die Grösse - cos (p&g) nicht 
von dem Winkel (pAg) abbängt und daber gleicb der Sxäm- 
mung des Durchscbnittes der Fläche (g^) mit der durcli die 
ßicbtung der GescbwLndigkeit gebenden Normalebene ist. 
Bezeichnet man diese mit H — ;, so ist: — ^ - cosfpp') oder 

e = p' cos (pp'), was den Meunier'schen Satz (§. 88) aus- 
spricht. Zugleich bat man die Enler'scbe Formel:, 

^ = C3, COsV-i-CsaSin^qo, 

ans der man auch sieht, dass die Ebenen h^hg and AgA^ die 
Hauptnormalschnitte der Fläche (q^) sind; hierdurch aber be- 
stätigt sich der Satz von Dupin (S. 214). 

106. Wenn die Bahn eine geodätische Linie auf der 
,Fläche ((j'g) ist, so ist der Krümmungsradius p in jedem Funkte 
der Bahn normal zu der Fläche; es ist also cos (pA,) = 0, 
cos(pAj) ^ 0, und nach den Formeln (30) erhält man: 

j- — Cig sin 9) 4- 1^1 cos 9 = 0. (31) 

Diese Gleichung ist ein Specialfall der Gleichung, die 
Gauss zur Bestimmung der geodätischen Linie auf einer ge- 
gebenen Fläche aufstellt (Disquisitiones generales circa super- 
ficies curras, art. XVH). 

Hier ist: 

_h^dh, _\ aiogft,' - _ ^ dlogh^" 



-dq^, ds sm<p ^ r^ dq^, coty = ^ -^ , 
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dadurch reducirt eich die Gleichung (31) auf die folgende: 
2 sin 9 cos^dq) = — ^—-sin^yrfg, — ■ g — coB^tpdq^, (32) 



welche in einigen speciellen Fällen leicht zu integriren ist. 

Wir wollen diese Gleichung auf die geodätische Linie 
auf einer der drei confocalen Flächen zweiter Ordnung (Jlj), 
(Aj), (Xg) anwenden, welche die Coordinatenflächen in einem 
elliptischen Coordinatensjstem sind. Setzt man rj', = A, , 2j = Aj, 
^ = Aj, so folgt nach den Formeln (12) §. 57: 

(a, +1,) ((h + K) K + ^i) 
(li - 1,) {li - 1>) ' 



I. s ^ A ('^ +K ) (.< h + ^) K + Ij) . 
"* (1, - X.) a. - 1,) -' 



hieraus ergiebt sich: 

dloghj' 1 glogft,' 1 

und somit giebt die Gleichung (32): 

2 aiaqi coa g>dgi = _ j aia'<pdX.^ — i~rr cos^V^^s» 

oder 

2 sinqv co8 9)(i, — As)d9 + aia'ipdl^ -\- cos^qjrfAa ^ 0, 
d.h. 

d(Aj sin^qo + Zj cos^y) ^ 0. 

Durch Integration findet man: 

A, sinV + Ag cosV = C, (33) 

wo C eine Constante ist. Diese bemerkenswerthe Gleichung 
hat Liouville gefunden.*) Verbunden mit der Gleichung 

sin*9) + coa*9) = 1 
giebt dieselbe: 

ausserdem hat man: 

ds cos 91 = y* , ds Bin 9) ^ -^ . 

*] Journal de HathämatiqneH pnres et appliqnSes, par J. Liouville. 
X. IX, p. 401. 
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Ana diesen vier Formeln foIgeD die Gleichungen: 

(J, — Ii)i rfl, 

[(% + »,) K + h) («. + !,) ft - 0)1* 

(1, -l,)iiil, _^ ^ 



[-(», + 1,) ("■+« h + l,) (0-1,))* 

^j , [(',-'■ )(', -0)1* ■", _ 

2[(» + l,) (<^ + ',) (•. + «1* 

, Rl,-l.l (0-1,))* dl, . 

2 [- («, + 1>) («, + 1.) (", + 1,)1* ' 
die erstere giebt die Gleichung der geodätischen Linie auf 
dem zweimanteligen Hyperboloide (iL,), und zwar; 

(1, — l,)*iili 



-/. 



/i.r. 






die andere Gleichung giebt die Länge dieser Linie: 

+ K)]i 



Const : 



V [(''.+i,)K + i.)<«. 

Durch Vertauschung der Buchstaben l^, X^, A, kann man 
hieraus die Formeln erbalten, die fttr die geodätische Linie 
auf dem EUipsoid (Xj) und auf dem einmauteligen Hyperboloid 
(Ag) gelten. Die hier vorkommenden Quadrataren führen auf 
Abel' sehe Functionen.*) In dem speciellen Falle, wenn die 
geodätischen Linien von einem Kreiapunkte ausgehen (a. §. 92), 
hat man A, ^ Ag ^ — «,; dann giebt Gleichung (33) C= — «„ 
und die obigen Formeln gehen über iur 

*) Das Integral der Differentialgleichiuig der geodätiBcbei) Linie anf 
dem Ellipsoide hat Jacobi gefunden, Crelle's Journal, B. 19, p. 309, 

Eine ausführliche UnterBuchung der geodätischen Linie auf dem 
Ellipaoide mit drei ungleichen Äxen findet sich in der Abhandlung von 
WeieTBtrase: „lieber die geodätischen Linien auf dem dreiaxigen 
EllipBoid", Monatsberichte der Berliner Akademie 1861. 
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-h 






-i,)ld^ 



(<».+x.) [K+i,) K + Ml^ 

V [(-^, + ^1) K + A.)]i y [K+i.)K+y]f , 

Die hier vorkommenden Quadraturen lassen sich durch 
elliptische Integrale ausdrücken-. 

107. Aus der Liouville'schen Gleichung ergiebt sich 
folgender bemerkenawerthe Satz von Joachimsthal: 

Bas Proditct aus dem der Tangente in irgend einem Punkte 
der geodätischen Linie parallelen Halbmesser in das Perpendikel, 
das auf die die Fläche in demselben Punkte berührende Ebene 
gefallt werden kann, ist eonstant.*) 

Im §. 57 haben wir geseheoj daas die Halbaxen der 
Schnittcurve der Fläche (i^) mit der der Tangentenebene jener 
Fläche im Punkte (A^, Aj, ilj) parallelen Ebene den Differential- 
parametem Ä,, h^ parallel und den Differenzen Aj — Aj, Aj — Aj 
gleich sind; bezeichnet man also mit r denjenigen Halbmesser 
dieses Schnittes, welcher mit der dem Parameter A, parallelen 
Halbaxe den Winkel tp bildet, so findet man: 

1 cos'qj j_ sin'y i, üa'ip -{-X^ooe^^—l, 

Nimmt man nun an, dass r der Tangente an die geo- 
dätische Linie im Punkte (Aj, A^, l^y parallel ist, so gilt die 
Gleichung (33); es ist also: 

l_ C — Ig A Ji~ (g - l,)i 

r' — (X, - 1,) {i, -X,)'^'^ r — [(1^ _ i^) ^^^ _ x,)-]i ■ 

Die vom Centrum auf die Tangentenebene von (Aj) ge- 
fällte Senkrechte (s. §. 57) ist: 



•} Crelle'8 Jonrnal B. 26. 
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ä ^Xh,^ ^^°' + ^'' '"^ + ^'^ '"^ + ^'^^ • 
also wird: 

' L {c-i,) J ■ 

Diese Grösse hat constanten Werth, d. h. sie ist eine 
und dieselbe für alle Punkte der geodätisch en Linie. Man 
kann den JoachimsthaVscheD Satz auch direct beweisen und 
dann aus ihm die Gleichung der geodätischen Linie ableiten.*) 

108. Für eine nichtgeodätiscbe Curve gilt die Gleichung 
(31) nicht. Wenn man durch den Punkt {q,, q^, q^) zu ihr 
die tangirende geodätische Linie zieht und mit %— den Werih 
von -T- für die letztere Curve bezeichnet, so ist 

\g — = rf; — Ci2 smqo + e„ cosy 

die geodätische ErQmmang der ersteren Curve (s. §. 41). Be- 
zeichnet man diese KrUmmimg mit G, so kann man die beiden 
ersten der Formeln (30) in der Form darstellen: 

- co3(pÄ,) = — G ainip, — cos(pÄj) => G cos 53, (34) 

was mit der frßher bewiesenen Eigenschaft der geodätischen 
Krümmung übereinstimmt (s. §. 41). 

109. Betrachten wir noch die Projectionen der Beschleu- 
nigung zweiter Ordnung auf die Differentialparameter /(,, Aj, 
Jig eines orthogojialen Coordinatensystems. Die Ausdrücke für 
diese Projectionen ergeben sich entweder aus den Formeln (6) 
oder aus der Formel (12), 

Die Gleichung (12) giebt 






Da aber 

*) Salmon: Treatise on the Änaljtic Geometry of three 
. edition. p. 361. 
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3p„ ^ __ _2_ ^^> 



2 dh, 



' A."2«i 



iät, 80 wird: 

ft. - ^ + ^ A. i^- - i (Vft. If; + Vä. Jjf) ■ 
Setzt man nun 

so folgt: 



Dies drOckt die Projection der Beschleunigung zweiter 
Ordnung i;^ auf den Parameter Ä, aus. Ebeuso erhält man 
die Projectionen von Vg auf die beiden anderen Parameter. 
Setzt man also 

Uj cos(«jA,) ^ %, Wg cos(«gÄg) = %, Vg coa(i;2Ag)= «gg, 
so hat man: 

,. „ d£^ _ A, 8(r,^ V5 



(35) 



_ dcj, _ ^ 3(p„' + f,i') 
^«ä dt " 4 Öa', ' 

"'S ~ rfi 4 gg, ' 

wo sich i>i^, «^j, «18 nach den Formehx (29) ausdrücken lassen. 
Für die partiellen Derivirten dieser Ausdrücke nach q\, q\, 
g'j ergeben sich nach (26) die folgenden Formeln: 

0»,, 2A, dh, , , 2Ä, 0A, , 2 , 

ög, Äi ?3i Aj» 09, ^ ^ Aj ■• '« * 



a«'. 



2A, d^ 



afi,^^^ , 






a*„ 2h, gfi, , I Bft, 8h, , 



aA, 8fi, , , 2Ä, 8ft, , a , 

-V8i;«' + i:f5z2. -sfe.«. 






?■.+ 



2S,a^ , 






- (Caa«! — Ci8% 



(36) 
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110. Nehmen wir, wie in §. 108, wieder an, der Punkt m 
bewege sich gleichförmig mit der Geschwindigkeit v = 1 aat 
der Fläche (q^); dann ist: 

«j = co3(p, Mg = Binip, % = 0, 
und die Formeln (36) geben: 



8q 



^(CijSiny — Cj, coa?-), ^4^ 



-= — ^ Ca, cos 



- (cai-coa qi — Ci2 sin ip) , 



S¥, 



-^Cjgsm?!; 



8 o- '^ k.^^^ 



mit Beachtung der Formeln (30) und (34) ergiebt sich dann 
aus (35): 

dG . ^a 

«äi = j- 8jn<p — (j co&tp — cc^i cos 91, 

dG ^„ . 

% = ^ cosqü — Cr* sin y — cCjä amqo, 

«BS = j- + ff ((^, — Cjj) sin <p cos q[i, 

wo c = — cos (p Äg) die Krümmung des Normalachnitte der 
Fläche (^s) in der Ebene ist, die mit der Ebene {hji^ den 
Winkel 9» bildet. Aus diesen Ausdrücken für die Projeetionen 
der Beschleunigung zweiter Ordnung auf die Coordinatenasen 
ergiebt sich ein bemerkenawerther Ausdruck für die zweite 
Krümmung, 

Die Formeln (23) des §. 102 und (20) §. 101 liefern für 
die zweite Krümmung den Ausdruck: 



der im vorliegenden Falle übergeht in: 

1 , a r dG , ^ de , l , -, . 1 

Ea ist aber: 

dG ^dc .^\c) 
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und wenn man mit ii den Winkel bezeiclmet, den der erste 
Krümm ui^sradius q mit der Ebene (A,^) bildet, so ist: 



somit findet man endlich folgenden bemerkenswerthen Aus- 
druck für die zweite Krümmung: 



: l-£ + fei — C32} sin?^ COB?»] . 



Für die geodätische Linie ist der Winkel 1/1 immer gleich 

ds " 



, also j3 "= '^ "^^ 



Man hat überhaupt für jede Curve, bei der die Ebene 
der ersten Krümmung in allen Punkten mit der Fläche (q^) 
einen eonstanten Winkel bildet, die Relation 3- = 0'. Für die 
KrfimmuHgslinien der Fläche {q^) muss siny ^ oder cosy = 
gesetzt werden; dann ist: 



7 und 5? -+<!♦, 



(1. h. der Torsionsmnkel eificr KrümmungsUvie ist gldch dem 
Dijferential des Winkels, dm die Ebene der ersten Krümmung 
mit der Fläche Nldet, auf welcher die Krümmttngslinie liegt. 
Dieser Satz rührt von Laueret her.*) 



XII. Oapitel. 

AllgemeiDe AnsdrOcke fQr die Frojectionen des DifFeieatialparametetB 
erster Ordaung nud seiner geometrischen DeriTirten auf die Coordinaten- 
Parameter. — illgemeine Ausdrücke - för die Derivirten YOn Punkt- 
fuDctionen nach der Zeit und fQr die Incremente Ton Pnnktfonctionen. 

111. Ist ip eine Function des Punktes m, der sich mit 
der Geschwindigkeit und den Beschleunigungen v, v^, «j, ... 

*) M^moires de Vlnstitni , Recneil des Savants ätcaogers 1806: 
Memoire snr les coarbea ä double courbure. 
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bewegt, so wird der Differentialparameter erster Ordnung P 
dieser Function eine geometrische Function der Zeit t eein 
und er liat daher im allgemeinen geometrische Derivirte ver- 
schiedener Ordnungen P^, P^,..., die von der Bewegung des 
Punktes m abhängig sind. Wir wollen nun untersuchen, wie 
sich die Grösse und die Bichtui^ des Parameters P selbst, 
sowie seiner Derivirten P,, Ps,-.- bestimmen lassen, wenn ip 
als eine bekannte Function ^(gi, q^, 9s) der Coordinaten des 
Punktes m gegeben ist. 

Wie in §. 52 gezeigt wurde, sind die Componenten des 
Parameters P nach den directen Parametern Ä,, Aj, /t^: 

oder Ä,9),, h^tp^, \fpi, wenn zur Abkürzung v. -- = q)r gesetzt 
wird. Bildet mau also aus diesen Grössen die quadratische 
Function 

®^\i:'Kh,<Pr<p,, (1) 

8o findet man P ^ y2& als Werth des Parameters. Ferner 
hat man nach den Formeln des §. 66 die Gleichungen 
a, Pcos(Pa,)^9)i, a^P<ios{Fa^ = fp^, a,^Pcoa{Pa,^ = (pi (2) 
zur Bestimmung der Projectionen von P auf die reciproken 
Coordinatenparameter a^, Oj, Oj oder auf di» Coordiaatenaxeo. 
Setzt man 

ä — ^ Shrh, w, = i>r, 

SO erhält man als Componenten des Parameters P nach diesen 
Äxen die Ausdrücke a^^^, a^ilr^, a^i/'g, aus welchen sich die 
zu (1) conjugirte Form 

&-=l2]ä^.il;rti', (3) 

zusammensetzen lässt. 

Endlich hat man die Formeln 
\Pcos(PÄi) = K-„ h^Pcoa{Ph,) = n,3, AjPco8(P\) = *g (4) 
zur Bestimmung der Projectionen von P auf die directen Pa- 
rameter Aj, hj, Ag. 

In analoger Weise kann man mit hj^<Pn,i, ^f'«,!; \'P*fl 
die Componenten der geometrischen Derivirten P, nach d(n 
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directen Parametern h^, Äj, Aj, mit «itf"«,!, Os^h,8, OsI/'«.s die 
Componenten von P„ nach den reciproken Parametern a,, a^, 
Oj bezeichnen; setzt man dann ^P«* ^ ®b, so ist: 

(^ P« cos (PnOi) = <P«,l, «3 P» C03 (Paag) = 9»,,B, 
O3 P„ 003 (PiOg) ^ 9>s,3, 

Äi P„ cos (P„A,) = i;-^i, ;*a P„ cos (P,Äj) = ^^8, 
A3 P, cos (P«A,) =*,.«. 

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich Grösse und Richtung 
von P„ bestimmen, wenn die Grössen 9^1, 91,9, 9>n,g bekannt sind. 

Zur snecessiven Berechnung der Grossen 91,«,, 9)2,^, q's,™,-- 
lassen sich ähnliche Formeln aufstellen, wie die in §. 98 zur 
auccesaiven Berechnung der Grössen pi,„, ps.m,.-- abgeleiteten 
Formeln. 

Zunächst hat man nbch der Formel für die Differentiation 
eines geometrischen Productes: 







P,«.- 




-FD,a,., 






d.h. 




9'i,ffl = 


y'm- 


- PD,a,, 






wo 














und 


•P 




.+'«',-'•■ +^«' 








VD,a.- 


*, • OiA». 


+ ♦. 


• <i,afc, + *,. 


■o,7),o. 






Der letztere Aaadruck 


nimmt nach Formel 


(6) 8- 


83 die 


Geatilt an: 














*.?(•■» 


>l)9', + *!.5(im 


2)2', + *,£(™3)3,.; 




«etil 


man also 













^-£(™.)V.,-6,,, 

so eigiebt sich yi,™ als lineare Function der Derivirten der 
Coordinaten nach der Zeit, nämlich: 
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Hieraus folgt: 

9)1,1 = £&i,i3',, tpifi = i:bi,iq'i, <pifi = ^bi_s^i. (5) 
Hierbei ist zu bemerkcD, dass &«,„ ^ &„,<; denn 
^ - T^ - ä^ »ad (imr) - (mir). 
Allgemein hat man: 

<p,.+l,m — ip'n,m — Pnl>,a^ = 9^'" — ^*„,rari>ram; (6) 

da nun tp^m^ ^OrC'm^n.r, SO ist: 

dadurch geht die Formel (6) über in 
oder 

Die Formel (7) liefert: 
also ist auch 
und folglich lässt sich die Formel (6) auch schreiben: 

9*4-1,™ = 9 „,^ - 2; ^^ g^^-^ 

oder 

Vn+.,™ = 9'«,«~g^;;;::^- (9) 

Nach Formel (7) oder (9) kann man die Grössen <pi,m, 
9s,m,--- nach einander berechnen. 

113. Mit Hilfe der Geschwindigkeit v, der Beschleunigungen 
^i> "aj ■"') ^^^ Parameters P und seiner geometrischen De- 
rivirten P^, -Psi"' läast sich ein allgemeiner Ausdruck für 
die Derivirte einer beliebigen Punktfunction tp nach der Zeit 
aufstellen. 

Auf Grund des Satzes in §. 51 ist die derivirte Function 
von ip nach irgend einer Verschiebung äs gleich der Projeetion 
des Parameters P auf die Richtung von ds; also ist: 
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dtp ■= P cos (Pds^-ds. 

lat nun s der Weg, den der Punkt zur Zeit ( bei einer, 

durch die Geschwindigkeit v und die Beschleunigungen v„ 

Vj,"- bestimmten Bewegung zurückgelegt hat, so iBtds = vät und 

d<p ^ P cos {Pv) vdt; 
also hat man ~ = Pv; hieraus folgt 

und allgemein 

+ • ■ ■ + P.-,». (10) 

Das dem Zeitincremente t entsprechende Increment der 
Function 91 lässt sich nach der Taylor'schen Formel durch 
die Reihe 



^fl" - -äi ' + W ■ 2 +■■■ + » nsTsTTToT+T) + ■■ ■ 
ausdrQcken, wobei die CoefiScienten der Potenzen von r nach 
Formel (10) zu bestimmen sind. 

Ist 9> eine gegebene Function der Coordinaten q^, q^, q^, 
Bo findet man durch unmittelbare Differentiation ^r^ aus- 
gedrückt durch die partiellen Derivirten von ip nach den Co- 
ordinaten und durch die Derivirten der Coordinaten nach der 
Zeit. Zuweilen ist es jedoch nöth%, jedes Glied des Ausdrucks 
(10) einzeln zu bestimmen; dies lässt sich mit Hilfe der 
Formeln des vorhergehenden Paragraphen und der Formeln 
zur Bestimmung der Geschwindigkeit und der Beschleuni- 
gungen verschiedener Ordnungen (XI. Capitel) immer erreichen. 

113. Wenn sich der Punkt m auf der Niveauflaehe (tp) 
bew^t, 80 hat man für jede Zeit t die Relation ^gp = 0; 
dies erfordert aber, dass 



= 0. g-o.-S^ 



Diese Gleichungen bestimmen die Geschwindigkeit und die 
Beschleunigungen der Bewegung des Punktes. Die erste ist 
identisch mit Pv = und zeigt, dass die Geschwindigkeit v 
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auf dem Differentialpaii^meter P senkrecht stehen muss. Die 
zweite giebt: 

¥v^-\-F^ = 0. (11) 

Da nun die Beschleunigung erster Ordnung v, die geo- 
metrische Summe der Tangentialbeschleunigung -tt und der in 
die Richtung des Radius q der ersten Krümmung fallenden 
Beschleunigung - ist, so hat man: 

Ä, _ P C03 (Pt,) ^1 + P COS (Pf) ^' . 

IGerin verschwindet das erste Glied rechts, weil v auf P 
senkrecht steht; also ist PV( = Pcos(Pp) ■ — , und die Gleichung 
(11) geht über in die folgende: 

Pcos(Pp)-- +i*i»"=0, (12) 

welche die Beziehung ausdruckt, die zwischen der Geschwindig- 
keit und dem Badius p der ersten Krümmung besteht. Aus 
dieser Gleichung lässt sich ein allgemeiner Ausdruck für die 
erste Krümmung einer beliebigen, auf der Niveaufläche (<p) 
gelegenen Curve ableiten. 

Man beachte zunächst, dass das Glied P^v nur von der 
Grösse und Richtung der Geschwindigkeit v abhängt, da die 
Gomponenten von Pj nach den Parametern k^J k^y h^, d. h. 
die Grössen Ä,?;!,!, ä^^i,«, h^tpi,s die höheren Derivirteu der 
Coordinaten nach der Zeit nicht enthalten (wie aus den Formeln 
(ö) hervorgeht); folglich hat P,« denselben Werth für zwei 
Curven auf der Fläche (q)), die eine gemeinsame Tangente in 
dem Punkte M haben, durch weldien der Punkt m bei seiner 
Bewegung auf einer jener Curven zur Zeit ( mit der Ge- 
schwindigkeit V hindurchgeht. Nimmt man nun an, dass eine 
jener Curven der Schnitt der Fläche (9) mit der durch die 
Richtung von v gehenden Normalebene sei, und Jiedeutet c 
ihre erste Krümmung, die mit + oder — zu nehmen ist, je 
nachdem die Curve concav oder convex nach dem Parameter 
P ist, so hat mau nach Gleichung (12): 

Pcv' + P^ = Ö. (13) 
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Subtraliirt man dies von Gleichung (12), die eich auf die 
zweite Gurre beziehen niöge, so findet man 

Pcoa(P(f)-—Pcv» = 0, 
woraus folgt: 

c = - co3(P(») oder c = - coa(cp), 

indem man c durch eine auf F abgetragene Strecke darstellt. 
Diese Formel drückt den Mennierschen Satz aas, der in §. 88 
fQr eine der Goordinateufläcben bewiesen wurde. 

Das geometrische Product P,v geht in die Summe 

«i^ ■ 2'i + ä^,- a'2 + «^ ■ 9\ 
über, welche mit Zuziehui^ der Formeln (5) sich durch die 
quadratische Function 

der Derivirten erster Ordnung der Ooordinaten nach der Zeit 
ausdrücken lässt. Nach Formel (13) erhält man dann zur 
Bestimmung der Krümmung des Normalschnitts der gegebenen 
Fläche die allgemeine Formel: 

In der Abhandlung: Directe Methode zur Sestimmung der 
Di/ferentialparamet&- erster und zweiter Ordnung und der Krüm- 
mung einer Fläche in beliebigen orthogonalen oder schtefminhligen 
Coordinaien*) hat der Verfasser gezeigt, wie man, gestützt 
auf diese Formel, allgemeine Ausdrücke för die Hauptkrüm- 
mungen, die sphärische Krümmung und das Krümmungamass 
einer Fläche finden und wie man die Differentialgleichungen der 
Krümmungslinien ableiten kann. In dem einfachsten speciellen 
Falle, wenn ip eine Function von drei geradlinigen, recht- 
winkligen Coordioaten x, y, z ist, hat man: 

Pcos(P«)-?|, Pco»(P!,)_|i, PcoB(P»)-||i 

*) Beilage zum 8. Baode der Memoiren der kaieerlicheu Akademie 
der WieaeiiBchafteD Nr. 4 (russ,); auch in franz. Spr. : M^m. de l'Ac. do 
St. Petersb. 1866, VII"» sörie, T. VIII. Nr. 16. 
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P, coa (P. «) = ä-i a: + =—5- y + 5—?- z , 

Tl /Tl \ S'qi r I 3'ip / 1 d'<p r 

[(li)"+(lf)V(l?)T<-+»-+'-) 



- ^ 



<•=- 



111. Eine Puaktfunction kann zu gleicher Zeit auch 
Function der Zeit aein; so kann sich z. B. die Temperatur 
eines sich erwärmenden oder sich abkühlenden Körpers in 
einem gegebenen Zeitpunkt beim Uebergange von einem Punkte 
des E&rpers zu einem anderen, aber auch in einem gegebenen 
Punkte mit der Aendening der Zeit ■ ändern. Dasselbe gilt 
vofi der Dichtigkeit einer nicbthomogenen, in Bewegung be- 
griffenen FlQsBigkeit. Derartige Functionen haben die Form 

wo die Coordinaten fj, q^, q^ des betreffenden Punktes und 
die Zeit t als unabhängige Variable betrachtet werden können. 
Nimmt man t als constant an, so hat man im Punkte 
m (qi, q^, q^) eide Niveaufläche {(p) und einen Difierential- 
parameter P. Bei der Aendening von t ändert sich die Niveau- 
ääcbe in dem gegebenen Punkte (q^, q^, q^); infolge dessen 
ändert sich'auch der Parameter P sowohl nach Grösse, als 
auch nach Richtung. Gesetzt, die Function ^ erhalte im 
Punkte (2,, 2j, q^) zur Zeit t -\- t den Werth <p -}- ^,91 und 
P den Werth P + ^(P, wo z/,P das geometrische Increment 
von P ist. Dieses Increment ist (s. §. 52) der Differential- 
r der Differenz . 



^(V = (y + '^t'P) ~ <P, 
und daher ist die auf der Richtung von <^,P aufgetr^ene 
Strecke -^ der Parameter der Function-^. Da dies auch 
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fiir ein unendlich kleines c gilt, so ist der Grenzwerüi des 
Verhältnisses-^ — , 'd. h. die partielle geometrische Derivirte 
Ton P nach t, die wir mit {DiF) bezeichnen, der Differential- 
parameter des Grenzwerthes von — ^ , welcher letztere die par- 
tielle Derivirte von (p nach t ist. Diese partielle Derivirte 
werden wir mit .,-: bezeichnen, zur Unterscheidung von der 
Derivirten ~, bei der vorausgesetzt wird, dass die Coordinaten 
q^, q^, q^ Functionen der Zeit sind. Die partielle Derivirte 
aweiter Ordnung von 9) nach t, die wir mit -^ bezeichnen, 
hat zum Differentialparameter die partielle geometrische De- 
rivirte von {DiP) nach t, die wir mit (D^P) bezeichnen und 
welche die partielle geometrische Derivirte zweiter Ordnung 
von P nach t ist u. s. w, Äendert sich bei constanten ^, 
g,, ^ die Zeit t, so bleibt der Anfangspunkt des Parameters 
P fest, während sein Endpunkt sich mit der Geschwindigkeit 
und den 'Beschleunigungen 

bewegt. Die Beschleunigung (n — 1)"" Ordnung dieser Be- 
wegung, d. h. die Grösse (Z>,''P), ist der Differentialparameter 
der partiellen Derivirten (« — 1)*" Ordnung von (p nach t, die 

wir mit (3^) bezeichnen. 

Nehmen wir nun an, der Punkt m bewege sich mit der 
Geschwindigkeit und den Besehletmigungen v, v^, v^,--- und 
gelange zur Zeit t -\- t nach dem Punkte tn (,q^ -\- -^^i 
2j + z/gj, g^ + -^ft)- I"^ Punkte ni hat man zwei Differentdai- 
parameter, von denen der eine zu der Function 

der andere zu der Function 

gehört Bezeichnet man den ersteren mit P', den zweiten mit 
P", 80 treten, wenn P in P" übergeht, die im §. 111 be- 
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trachteten geometrischen Derivitten des Parameters P anf, 
welche wir hier der Bequemlichkeit halber mit 

D^P, BjP,--- 
bezeichnen wollen. 

Geht dagegen P in P" über, so ei^ebt sich eine andere 
Reihe geometrischer Deriyirten, die wir mit 

ÄP, Wp,-- 

bezeichnen. Man kann, wie in §. 36, leicht sehen, dass für 
jede geometrische Function w allgemein die folgenden Relationen 

gelten: 



D,u = D,u + (Am) und jO," (A"») = (A'D/w), 
d. h. 1) dass die totale geometrische Derivirte von u nach 
der Zeit gleich der geometrischen Summe aus der - partiellen 
Derivirten na«h dem Zeichen D^ und aus der partiellen De- 
rivirten nach der Zeit ist; 2) dass die Vertauschung der Reihen- 
folge der geometrischen Differentiationen nach den Zeichen D^ 
und Dl das Resultat der Differentiation nicht ändert. Auf 
Grund dieser Sätze hat man 



allgemein: 


t—D 


-AP+CA-P) 


• A 


•P + »D,'- 


>{D,P) 


+ T 


i^A- 


'(B,-P) + - 


■ + (A-P). 



Mit Hilfe dieser Formel lassen sich leicht die allgemeinen 
Ausdrucke für die totalen analytischen Derivirten -^, j^,*-- 
aufstellen, d. h. für solche derivirte Functionen, bei denen 
Zeit und Coordinaten zugleich varüren. Diese Ausdrücke sind: 

(14) 



Hiermit ei^ebt sich dann der Ausdruck für das Increment 
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der Function q>, welches dem Zeitincremeute t entspricht, nach 
der Formel: 

115. Ist die Orösae ip von einem Punktsysteme m, m', 
m", • ■ ■ derart abhängig, dass sie für jede Lage dieses Systems 
in einem gewissen Kaume (Ä) einen hestimmten Werth hat, 
der sich bei der Bewegung eines, einiger, oder aller Punkte 
des Systems continuirlich zu andern vermag, so ist eine solche 
Grösse eine Function des Punktsystems m, m, m", • ■ ■ Sind 
die Punkte m', m", ■■■ fest, so kann sich p nur infolge der 
Bewegung des Punktes m ändern und ist somit eine Function 
nur dieses Punktes allein. Durch diesen Punkt geht eine ge- 
wisse Niveanääche (g>) hindurch und die Function ip hat in 
diesem Funkte einen Differentialparameter P. Dasselbe gilt 
auch von den übrigen Systempunkten. Die Function 9 hat 
also in jedem der Systempunkte m, m, m", ■•■ eine besondere 
Niveaufläche und einen besonderen DifTerentialparameter. Es 
seien P, i*', P", - • - die den Punkten m, m, tu", • • • ent- 
sprechenden Parameter von 97. Eine VerBchiebung des Punktes 
m allein giebt für 9 ein partielles Differential, das wir mit 
dnV bezeichnen wollen; ebenso giebt die Yerschiebnng des 
Punktes m allein das partielle Differential d^'^; dasselbe gilt 
von den Übrigen Punkten; die gleichzeitige Verschiebung aller 
Punkte endlich liefert das totale Differential dtp, das der 
Summe der partiellen gleich ist, d. h. man hat: 

dgp = (i,9) + t^-y + •■• 
Bedeuten nun v, Vj, Vj,--- die Geschwindigkeit und die 
Beschleunigungen bei der Verschiebung des Punktes »i, v, 
v\, f'j, '" *^'® Geschwindigkeit und die Beschleunigungen bei 
der Verschiebung von m', u. s. w., so hat man, wie oben ge- 
zeigt wurde: 

dmtp = Pv-dt, d,„'ip = F'v -dt,--- 
folglich : 

^ = P; + PV + . ■ . = £F^, (15) 

und allgemein: 
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+ "'~;'';~" ^f.^v:. + ---£j'z:^ (16) 

Mit Hilfe dieser Formeln läsat sich der Ausdruck fttr das 
IncremeDt 

^T-m'+idii' +■■■ 
bilden, welches die Function 9 infolge einer beliebigen Be- 
wegung der Punkte m, m, m", - ■ ■ in der Zeit t erhält. 

Ist <p als Function der Coordinaten der Punkte m, m', 
m", • ■ ■ gegeben, so ergeben sich die Parameter P, P', P", ■ ■ ■ 
and deren geometrische DeriTirte nach den in g. 113 dar- 
gelegten Kegeln. 

Beispiele: 1) Der Abstand r zweier Punkte m nnd m' 
von einander ist eine Function dieser Punkte. Gesetzt, m' sei 
fest, so ist r eine Function des Punktes m allein. Die diesem 
Punkte entsprechende Niveaufläche (r) ist eine Engel vom 
Badius r, deren Mittelpunkt in m' liegt; der Parameter P ist 
gleich 1 und auf r in dem Sinne gerichtet, wohin r wächst, 
d. h. von m' nach m. 

Betrachtet man aber r als Function des Punktes m allein, 
so ist die Niveaufläche eine Kugel vom Radius r mit dem 
Mittelpunkte in im, und der Parameter P" ist gleich 1 und 
auf r von m nach m hin gerichtet. 

Nach Formel (15) hat man also: 

— = V cos (vr) — v cos (vV), (17) 

wo der Sinn des Abstandes r von m nach m genommen ist; 
diese Formel stimmt mit dem in §. 18 Bewiesenen Übereiu. 
Die Formel (17) giebt nun: 

^ ^ «, cos {Vi, r) — v'i cos (1/,, r) -(- P^v + P^v ; 

da aber P P, so ist ^ = — F, und P, stellt offenbar 

die Winkelderivirte von r dar, die von m nach m gerichtet 
isi Ausserdem ist v — «' = j-,; folglich PiV + P\v' == r^Px\ 
aber die Projeetion von r, auf P^, das auf r senkrecht steht, 
ist 7^; folglich ist P^v + P'.V = rP^^ Somit wird endlieh: 
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^ = «1 cos (dj, r) — v\ cos («'i, r) + rF^'. (18) 

2) Es iii5gen r, r, r", ■ ■ - r"-' die Abstände zwischen 
rt + 1 Systempunkten bezeichnen, nämlicli die Strecken mm'^ 
m'm", in"m"', ■•■ *»'•-"»»'"'. Die Summe dieser Abstände 

y = r + / + r" H 1- r^— » 

ist eine Function der Punkte m, tn, m", -■■ m'"'. Die dem 
Punkte m entsprechende NiTeauäSche ist eine Engel vom 
Radius r mit dem Gentrum in m'; .der Parameter im Punkte 
«t ist P = 1 und auf r von m' nach m gerichtet. Ebenso ist 
fBr den letzten Punkt m'"' die Niveaufläche {<p) eine' Kugel 
vom Radius j^'^*\ deren Centrum in m'"-^' liegt und deren 
Parameter P" = 1 die Richtung von m'"""'* nach m""' hat. 

Nimmt man an, dasa alle Sjatempunkte mit Aasnahme 
von m fest sind, so ist 9 eine Function des Punktes m' allein, 
und die Niveaafläche (y) für diesen Punkt ist r + *■' = Const., 
d. h. ein durch Rotation um die Gerade mm" entstandenes 
Ellipsoid, dessen Meridian eine Ellipse mit den Brennpunkten 
tn und m" ist; der Parameter P" liegt somit in der Ebene 
mm'm", halbirt den Winkel mm'm" und ist nach derselben 
Seite hin gerichtet, wie eine, die Summe r -\' r vergrSssemde 
Verschiebung des Punktes tn, nämlich nach der convexen 
Seite des Ellipsoids. Da P" die geometrische Summe der 
partiellen Parameter der beiden Functionen r und r ist, welche 
gleich l und längs tnm' und tA"tn' gerichtet sind, so ist 
P" ^^cos ^ (mm' m""). Ebenso bestimmen sich die Parameter* 
der Function 9, welche den übrigen, zwischen m und m'"* lie- 
genden Punkten entsprechen. 

Fallen die beiden Punkte m und m'"' in einen zusammen, 
d. h. ist »■ + /+/' + -■• + r<"-" der Perimeter eines ge- 
schlossenen Polygons, so müssen die Parameter P und P"" 
durch einen einzigen P ersetzt werden, der den Winkel 
m'mtnf^^^^ halbirt und gleich 2 cosi(m'm)»'"-^') ist. 

Wählt man iilr 9^ den halben Umfai^ p eines Dreieckes 
ABC, dessen Seiten a, b, c sind, so schneiden sich die Pa- 
rameter von iPf welche den diesen Seiten gegenüberliegenden 
Eckpunkten A, B, C entsprechen, im Mittelpunkte des dem 
Dreieck einbeschriebenen Kreises und sind resp. gleich: 
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Man bestimme ferner die Parameter der FunctioBen: 

91 ^ - + - + ■■ ■ luid <p == r^ + r'^ -\- r"* -\- ■ ■ - y 

■wo r, /, r"--- die Absiäade der Punkte m, m, m" ■•■ von 
einander sind. 

116. Die Function tp eines Punktsystems kann zu gleicher 
Zeit auch eine Function der Zeit t sein, d. h. kann bei un- 
veränderter Lage des Punktsystems mit der Zeit ?ariiren. Als 
Beispiel kann die Function eines Systems von Punkten dienen, 
von denen einer oder mehrere gewissen Bewegungen unter- 
worfen sind, d. h. deren Goordinaten als Functionen der Zeit 
gegeben sind. Es seien r und / die Abstände der Punkte m und 
m' von einem Punkte 0, der sich gleichförmig auf der geraden 
Linie AB bewegt; die Function <p ^ r -\- r der beiden Punkte 
m und m' ändert sich dann mit der Zeit bei einer gegebenen 
Lage der Punkte m und rn infolge der Bewegung von 0. 

Gesetzt, die Punkte m, m', seien auf ein rechtwinkliges, 
geradliniges Coordinatensystem bezogen, und es bedeuten x, y, g 
die Goordinaten des Punktes m, x, y, z die des Punktes rd 
zur Zeit t, a, ß, y die des Punktes zur Zeit ( ^ 0; femer 
seien a, h, c die Projectionen der Geschwindigkeit der Be- 
wegung des Punktes auf die Coordinatenaxen; dann hat man: 
^ = [{x ~ a - aif + {y - ß - 6()* + (2 - y ~ cf)*]* 

Sind P, P', ■ ■ - die Parameter der Function <p zur Zeit t 

und ____ 

p + '^Tp, T' -\-'j^,... 

die Parameter der Function ip -{- ^i<f> zur Zeit t -\- x bei der- 
selben Lage der Punkte m, m',-", so sind JiF, JiP\ - • ■ die 
Parameter der Function ^ig), und 

|^,P, ^zJ,F,--- 

die Parameter der Function — ^1^, welche auf den Richtungen 
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^tP, ^tP', •■■ reep, aufzutragen sind; mithin sind die par- 
tiellen geometrischen Derivirten (D,P), (i),P'), ■■• der Para- 
meter P, P, • ■ ■ die Parameter der partiellen Derivirten -X. 
Wie in §. 114 findet man: 

äV yTp^. _i_ ^'' 

ge = sp^^ + s^'^ + s^viD.P) + ^ , ^^^^ 

wo D^P, Dif, ... die partiellen Derivirten der Parameter 
P, P", ... bedeuten, die unter der Annahme gebildet sind, dass 
9 sich nur infolge der Bewegung der Punkte m, m, ... ändert 
und dass es filr die L^e des Systems zur Zeit t -\- z den- 
selben Werth hat, welchen es fQr die Lage zur Zeit t hatte. 
Aus den Formeln (19) lässt sich das lucrement zusammen- 
setzen, welches die Function tp in der Zeit t erhält^ und zwar 
nach der Formel: 



^^ = ^^ + 



XIII. Capitel. 
Bedingoogen der möglichen Bewegungen. 

117. Die Bewegung eines Punktes oder eines Systems 
Ton Funkten kann gewissen Bedingungen unterworfen sein, 
infolge deren die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
der Bewegung nicht mehr willkürlich sind. Man nennt dann 
die Punkte unfrd. Eine den gegebenen Bedingungen genügende 
Bewegung heisst eine mögliche Bewegung oder eine imgliche 
Versckieimng. Die Lage, welche der Punkt oder das Punkt- 
system infolge solcher Bewegungen annimmt, die Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen einer solchen Bewegung heissen 
seine mögliche Lage, möglichen Geschwindigkeiten, möglichen Be- 
schleunigungen. 

Berart^e Bedingungen kommen bei der Betrachtang der 
Bewegungen von Punkten vor, die physischen Körpern an- 
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gehören; sie aiiid die Fo%e gewisser Hypothesen Qber die 
mechanische Beschaffenheit der Edrper, wie z. B. Tollkom- 
mene Undurchdringlichkeit, Unausdehnbarkeit, iDCompressi- 
bilität, Tollkommene Starrheit, Tollkommene Biegsamkeit Die 
physischen Ursachen, durch welche die Punkte unfrei werden, 
nennt man Zwang, wenn es sich um einen einzigen Funkt 
handelt, und mechanische VerhindMngen der Punkte urUer- 
emander, wenn man mehrere Punkte betrachtet Die Be- 
dingungen fOr die, von einem Zwange oder einer mechani- 
schen Verbindung der Punkte herrührenden möglichen Ver- 
schiebungen treten im allgemeinen in Form von Gleichungen 
oder (die Gleichheit nicht ausachliessenden) Ungleichungen auf, 
welche die Eigenschaft ausdrücken, dass eine oder mehrere 
bekannte Functionen der betreffenden Punkte für jede mögliche 
Bewegung nicht abnehmen dürfen, d. h. entweder ihren Werth 
beibehalten oder wachsen mUssen. Wir wollen dies an einigen 
speciellen Fällen näher erläutern. 

Gesetzt, der Fnnkt m befinde sich auf einer gegebenen 
Fläche und könne in den einen der beiden durch dieselbe ge- 
trennten Bäume nicht eindringen; er kann sich also nur auf 
der Fläche selbst oder in demjenigen Kaume bewegen, in 
welchen einzudringen die Fläche ihn nicht hindert. Ist V= Const. 
die Gleichung dieser Fläche, so sind -|- Fund — F Functionen 
des Punktes m, und F= Const. ist eine Niveaufläche für diese 
Functionen. Der Differentialparameter der einen dieser beiden 
Functionen im Punkte m ist nach der Seite hin gerichtet 
wohin der Punkt m sich verschieben kann," der Differential- 
parameter der anderen nach der entgegengesetzten Seite. Be- 
zeichnen wir mit tp denjenigen der beiden Werthe -J- F und 
— V, dem der erstere Parameter angehört, so haben wir für 
die möglieben Verschiebungen des Punktes m die Bedingung 
^gi^O oder J(p>0, welche man in der kürzeren Bezeicbnnngs- 
weise ^ip ^ zusammenfassen kann.*) 

Ist dq) das dem Zeiidncremente c entsprechende Increment 



*) Man kennte auch — ip statt <p betrachten tind ala Bediogimg auf- 
stellen ^(—9) ^ 0; der Gleichförmigkeit halber werden wir jedoch 
immer diejenige von den beiden Fimclioaen wählen, welche wachsen soll. 
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von ip and lässt sich dasselbe nach ganzen positiven Potenzen 
von T entwickeUi, so hat man 

dt '^^ dC 2 ^ ^^ 

als Bedingung fflr jede mögliche Verschiebung des Punktes m 
während der Zeit t. Da diese Bedingung auch für unendlich 
kleine t bestehen muss, so ist einer der beiden folgenden Fälle 
nothwendig und hinreichend für eine mögliche Verschiebung: 
1) dass alle successiven Derivirten tj, -j^,-" gleich Null sind 
oder 3) dasa die erste nicht verschwindende unter ihnen po- 
sitiv ist. Beachtet man nnn die in §. 114 gefundenen Aus- 
drücke dieser Derivirten durch die Geschwindigkeit, die Be- 
schleunigungen, die Differentialparameter der Function 9 nnd 
die Derivirten dieser Parameter, so ergiebt sieh im ersten Falle 
eine unbegrenzte Beihe von Gleichungen 



dt ' df ~ 



denen die Geschwindigkeit und die Beschleun^ngen irgend 
einer möglichen Bewegung des Punktes m genügen müssen. 
Im zweiten Falle ergeben sieh, wenn ^— die erste nicht ver- 
schwindende Derivirte ist, die « — 1 Gleichungen 

dt ^> dt* "' ' d("-l " 

als zwischen der Geschwindigkeit v und den w — 2 Beschleu- 
nignngen v^, v^, Vg, ■•■ Vn—i bestehende Bedingungen und 
ausserdem die Ungleichung j^>0, welche ausser jenen Grössen 
noch die Beschleunigung v„—i enthält; die übrigen Beschleuni- 
gungen Da, v^i,--- unterliegen keiner Bedingung mehr. Es 
kann auch vorkommen, dass der Punkt weder nach , der einen 
noch nach der andern Seite von der Fläche V = Const. ab- 
weichen kann. Dann ist die Gleichung JV =^0 die Bedin- 
gung der möglichen Bewegungen; dieselbe liefert ^ann die un- 
begrenzte Keihe von Gleichungen 
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welche zwiuchen der Geschwindigkeit und den Beschleunigungen 
bestehen mSsseu. 

Bei^tieie. 

a) Ein TOllkommeu biegsamer und nnaoBdehubarer Faden sei mit 
einem Ende unbeweglich im Punkte befestigt nnd angespannt; sein 
anderes Ende repilaentirt dann einen Funkt, der sieb nnr entweder aof 
der Oberfläche der aus als Mittelpunkt mit' einem Jt&dius gleich dra 
Länge des Fadens beschriebenen £ugel oder innerhalb dieser Engel be- 
wegen kann. Die Oberfläche der Kugel stellt gleichsam eine imdurch- 
dringliche Hülle dar, durch welche der Ponkt verbindert wird, ans dem 
inneren Banme der Kngel herausza treten. 

Bezeichnet mau nun mit r den Abstand Om, eo sind -\-r nnd — r 
zvei Functionen, fQr welche die Kngeloberfläche ein Niveau ist. Die 
Parameter dieser Functionen sind gleich 1 nnd sind längs der Geraden 
Om, der eine nach dem Anssenraume, der andere nach dem Inneren 
der Kngel gerichtet. Da der letztere der Function — r entspricht, so 
müssen wir 91^ — r setzen; folglich ergiebt sich als Bedingung einer 
möglichen Bewegang des Punktes; ^(— r) >0. DieseEelationliefertzii- 
nächst als Bedingung, der die Oeschwindigkeit nnterwoifen ist: — -tt ^ > 
was dasselbe ansaagt, wie — v c0B(t'r)^0;man sieht hieraus, dass die Rich- 
tung der Geschwindigkeit v mit der Richtung von r, wenn man dieselbe 
im Sinne von nach tn rechnet, einen stumpfen oder einen rechten 
Winkel bilden muss. Wenn — ticoaer >0 ist, eo unterliegen die Be- 
schleunigungen Vj,«, gar keiner Bedingung; im Falle — t>COB(vr) = 

aber, d. h. wenn die Geschwindigkeit v die Engel tangirt, muss die Be- 

schlennignng erster Ordnung die Bedingung erfüllen: — -j-j;^0, welche 
in die folgende fibergeht (s. §. 114): 

-c.cos(r,r)-^'^0. 

Bezeichnet man mit <f den Radius der ersten Erümmung der Bahn 
des Punktes tn, so hat man die Gleicbnng: 

■ .,c..(„,,)_'-*e..(„)+Jco.(„)i 

hierin ist aber das letzte Glied gleich Null, weil v auf r senkrecht stehi 
Daher nimmt die obige BedingongsgLeichnng die Gestüt «n: 
,<-roo.(r,). 
Man sieht hieraus, dass der erste Erümmnngsradins der Bahn nicht 
grosser sein darf als der Radius des Ereises, in dem die Kngel toq der 
Ebene der ersten Krümmung geschnitten wird. Im Falle p = ~ rco8(fv) 

muss die Bedingung — ttj ^ ü erfüllt sein, welche ansser der Geecfawin- 
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digkeit t> und der BeBchleonigni^ v, noch die Beschleunigung zweiter 
Ordunng v, enthUlt, n. s. f. 

b) Ein Tollkommen starrer Körper lässt aich als ein Syatem von 
Pankten betrachten, deren gegenBeitiKe Abstände sich bei der Bewegung 
des Körpers nicht ändern. Soll einer der Punkt« des Körpers, O, un- 
beweglich bleiben, so kann jeder andere Punkt m desselben sich nur auf 
der Oberfläche einer um mit dem Bodins Om besohriebenen Kugel be- 

- wegen; bezeichnet man daher den Abstand Om mit r, so ist ^r — 
für eine mögliche Bewegnug des Punktes tn; daraus ergiebt sich aber 
für die Geachwind^keit und die Beschleunigungen die nnb^renzte Eeihe 
von Bedingungen: 

5i = "' ?is = o.... 
tHe beiden ersten Gleichungen geben : 

oos(vr)-0. « rcos{r(.). 

Dies zeigt, dasa,die Geschwindigkeit die Kugel, auf der der Pnnkt 
m sieb bewegt, berShren mnss und daas der Kreis, in welchem die Ebene 
der ersten Krümmung der Bahn jene Kugel schneidet, der Kreis der 
ersten Krümmung ist. 

c) Denken wir uns einen vollkommen onansdehnbaren ond biegsamen 
Faden (Fig. 46), der mit seinen beiden Endpnnkten in F imd F" be- 

Fls. «e. festigt und durch einen Ring m angespannt ist. Dieser 

Ring repräsentirt einen Funkt, der das Umdrehungs- 
ellipsoid nicht verlassen kann, welches durch Rotation 
j der Ellipse, deren Brennpunkte F und F' und deren 
grosse Axe gleich der Länge des Fadens ist, nm die 
Gerade J'F' entsteht. Bezeichnen r und r' die Ab- 
stände Fm und F'bi, so mnss man qo — — r,— r' setaen, um eine 
Function des Punktes m zn erhalten, welche bei einer möglichen Be- 
w^nng nicht abnehmen darf; abo bt im Torliegenden Falle die Be- 
dingung för die mSglichen Bewegungen: — dr — dr'^O. Der Diffa- 
rentialparameter der Function — r — r ist P — 8cosi{Fmf ') und ist 
nach dem Innern des Ellipsoids gerichtet (s. Beisp. 2, §. 115). Jede 
mögliche Geschwindigkeit mnsa einen spitzen oder einen rechten Winkel 
mit dieser Richtung bilden. 

118. Die Fläche (ip), auf der der Punkt m liegt, kann 
sich mit der Zeit ändern und dabei zu jeder Zeit ( der Ver- 
schiebung des Punktes m nach demjenigen der beiden durch 
die Fläche getrennten Bäume, für welchen ^ip < ist, ein 
Hindemiss entgegensetzen. Geht t in t -\- r über, so nimmt 
{tp) eine andere Lage an; hierbei muss die I^age, welche der 
Punkt m einnimmt, sowohl im Falle seiner Ruhe, als auch 
im Falle seiner Bewegung, zur Zeit t -{- 1 derart sein, daas 

Somoft, Uechanik. I. IT 
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1p ein positives oder der Null gleiches Increment ^ip erlmlt; 
folglich ist wiedenim ^91 ^ oder 

die Bedingung einer möglichen Bew^ung. Hieraus ergiebt 
sich im Falle z/9) = die unbegrenzte Reihe von Gleichungen 
■^=0, "j^^O,-*-, welche zwischen der Geschwindigkeit 
und den Beschleunigungen bestehen. Im Falle aber ^tp > 
ist, erhält man eine beschränkte Anzahl von Gleichungen und 
die Ungleichimg, welche die Bedingung ausdrückt, dasB die 
erste nicht verschwindende der Derivirten ~, -t^>-' positiT 
sein muss. Alle diese Bedingungen lassen sich nach der in 
§. 114 dargelegten Methode entwickeln. 

Gesetzt, z. B., der Punkt m sei durch einen Faden mit 
•einem anderen Punkte verbunden, welcher letztere sich mit 
einer nach Grosse und Richtung constanten Geschwindigkeit 
a bewegt; infolge dessen muss der Punkt m auf der Ober- 
fläche einer Ei^;el bleiben, deren Radius gleich der Länge des 
Fadens ist und deren Mittelpunkt eine gleichförmige gerad- 
linige Bewegung besitzt. In jeder Lage der Engel kann der 
Funkt m nur entweder auf der Oberfläche oder innerhalb der 
Kugel liegen. Bedeutet r den Abstand Om, so muss man 
tp ^ — r setzen; somit ist die Bedii^ung für eine mögliche 
Gesch w indigkeit 

— V coB {vr) — ä( ^ 0, 
wobei r im Sinne von nach m gerechnet ist Man sieht 
leicht, dass — ^ ^ o cos (ar) ist, und folglich lasst sich 
die Torstehendö Gleichung auch in der Form schreiben: 

— V cos (vr) + a cos {ar) > 0. 
Im Falle 

— V cos (vr) + o cos (ar) = 

hat man als Bedingung für die Beschleunigung erster Ordnung: 

— «1 cos(v,r) — v& cob(v&) + n9 cos{a0) > 0, 
wenn ö die Winkelderivirte von r ist. 
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119. Die möglichen Bewegungen eines Punktes kSnnen 
zwei oder mehr Bedingungen von der Form ^ip ^ unter- 
worfen sein. 
Beispiele: 

a) Man denke eich einen Funkt m mit zwei festen Punkten A und 
B durch biegsame, uQauBdehnbare Fäden Am und Bm verbunden. Sind 
die Fäden lugespannt, so befindet sich der Funkt m auf dei^ Schoitt- 
curve der beiden Engeln, deren Mittelpunkte A und B und deren Radien 
Ata und Bm eind. Bezeichnet nun r den Abstand des Punktes m von 
A und r den von B, so hat man für eine möghche Bewegung des 
Punktes m die beiden Bedingungen: 

lat ^(-— r) = und J{— r') = 0, so bewegt sieh der Punkt m auf 
der SchnittcutTB der Kugeln. Ist aber -J(— r) > und J(— r) = 0, 
so dringt der Punkt m in das Innere der Engel vom Radius Am ein, 
bleibt aber auf der Oberfläche der au deren Engel. Ist dagegen ä{ — r)^0 
und ^(^ r') ^ 0, so kann der Punkt die zweite Engelfläche verlaEBen 
und muss auf der ersteren bleiben; im Falle ii(^r) >■ und ^{ — *■')>" 
endlich kann der Funkt beide Eugeloberflächen verlassen. 

Wenn die Kugelmittelpunkte A und B in gewissen Bewegungen be- 
griffen sind, so werden die Abstände — r und — r Functionen des 
Punktes und der Zeit der Bewegung, und wiederum sind ,J(— r)>0, 
ii(— r')]>0 die Bedingungen der MCglichkeit der Bewegung. 

b) Der Punkt m sei durch Fäden mit drei Punkten A, B, C, die 
nicht in geradei Linie liegen, verbanden. Sind die Fäden angespannt, 
so liegt m im Durchschnitt der drei Kugeln, deren Mittelpunkte Ä, B, C 
und deren Badien die Längen der Fäden sind. Bezeichnen r, r, r" die 
Abstände des Punktes m von A, B, C, so hat man für eine mögliche 
Bewegung des Punktes m die drei Bedingungen: 

'^C-'-)^». ^(-r')^O, ^{.-r")^0. 
Doch muss man hier den Fall 

^(-f)-0, zJ(-r) = 0, JHr") = (a) 

aosschlieBsen, wenn die Punkte Ä, B, C fest sind; denn der Funkt »i 
kann sich nicht bewegen, wenn er auf allen drei Kugel bleiben soll. 
Haben dagegen die Punkte A, B, C gewisse gegebene Bewegungen, so 
ist die Bewegung des Punktes m unter der Bedingung (a) möglich. 

130. Ist 91 eine Function des Systems der Paukte m, m, 
m", . . . und kann diese Function infolge der mechanischen 
Verbindui^en der Punkte anter einander nicht abnehmen, so 
muss jede mögliche Bewegung des Punktsystems der Bedin- 
gung ^fp ^ genfigen. Dies führt wieder entweder auf die 
unbegrenzte Reihe von Gleichungen 
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^ = ^ = o' . 

dt "' dC "' 



als Bedingungen, die zwischen der Geschwindigkeit und den 
sncceasiven Beschleunigungen bestehen mQssen, oder auf die 
n — 1 Gleichungen ^ = 0, -r^ ^ 0, ■ ■ ■ jr,rr = ^> verbunden 
mit der einen Ungleichung ■— > 0, als Bedingungen, welche 
zwischen der Geschwindigkeit v und den n^\ Beschleunigungen 
bestehen, wobei -r^ die erste nicht verschwindende der De- 
rivirten -^ , jjr»'" i^*~ Dabei kann <fi eine Function der 
Funkte and der Zeit sein. Diese Bedingungen lassen sich 
immer nach den in §. 115 und §. 116 dai^elegten Regeln 
entwickeln. Es könuen auch mehrere Bedingungen von der 
Form z/y ^ zugleich auftreten. 
Beispiele. 

a) Sind zwei Paukte m und m' durch einen biegsamen und unaus- 
debDbftren Padeo verbusdeii, eo liüiiDen aic, wenn der Faden angeapannt 
ist, üch nicht so verschieben, dasa ihr Abstand wächst; bezeichnet man 
also dieeen AbBtaod mit r, so hat man fQr eine mögliche Bewegung die 
Bedingung ^{— t)'^0, aus der sich zunächst aU Bedingung fQr die 
möglichen QeBchwindigkciten c nnd v ergiebt: 

-vcOB(ur)+p'coB(t-V):^0 
[s. §. 11&, Form. (IT)]; wenn nun 

— V C09(i'r) -\- v C08(j''r) = 
ist, BO hat man femer aU JJedingung fQr die Beschleanigiingen erster 
Ordnung v, und f', : 

— p, co8(i',r) + o', coB{f',r) — rP,»>0, 
[b. §. 115, Form. (18)]. 

b) Ffir die mOglicho Bewegung zweier , einem vollkommen starren 
GOrper angebOriger Pimkte m und tn', ist die Bedingung Jr^^O, ans 
der sich die unbegrenzte Reihe von Gleichungen ergiebt; 

dr „ d^r „ 

-=0, ä^-0,... 

c) Die Mittelpunkte m and tn' zweier vollkommen starrer, einander 
berQbrender Kngeln reprUsentiren zwei Punkte, deren Abstand r nicht 
abnehmen kann; daher ist i:(r>0 die Bedingung für eine mögliche Be- 
wegung dieser Punkte. Dieselbe giebt füi' die Geschwindigkeiten die 
Bedingung: 
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i.co.(,.r)-i.'cos(.V)>0. 
Ist 

.oo.(.r)-.'eo.(.V)_0, 

Bo bat man noch die BedingoDg fOr die Beschleunigungeo erster Ordonng; 

V, coB(iijr} — p'i coB(c'ir) + rP,'>0. 

d) Es aei mm m" m"' m"" ein Seilpolygon, d. h. ein vollkommeD 
biegBomea, uDanBdehnbarea Seil, welchea die Qeatalt eines Fotjgona hat 
and desaen Seiten mm, mm", m"m"', m"'m"" sind. We äussereten Punkte 
ond die E!cken dieses Poljgona bilden ein Stetem von Punkten, deren 
Abstände 

mm' =- r, m'm" — r, m"m"' •= r", »n"'m"" = r" 
nicht wachsen kennen; folglich mChsen die möglichen Bewegungen dieser 
Punkte den folgenden Bedingungen genfigen: 

^(—r)^0, J{-O^0, d(-r")^0, j(-r"-)-^0. 

e) Wenn daa Polygon mm' m"vt"m"" eine aus unauadehnbaren und 
onliiegsamen geradlinigen Gliedern ntm',m'm",m"t»"', m"'m"" bestehende 
Kette darstellt, und diese Glieder sich nm die Punkte m\ m", m'" drehen 
können, so hat man als Bedingungen ffir die mtSglichen Bewegungen der 
Punkte die Gleichungen i 

^r — 0, Jr' — 0, Jr" =0, Jr"=-0. 

f) Wenn endlich die Ecken m', ro", m'" dea Seilpolygons mm' 
m" vi" m"" Ringe sind, welche an dem Seile entlang gleiten können,' so 
hat man für die möglichen Bewegungen der Punkte m, m', m", «»'", m"" 
die eine Bedingung; 

j(_ T — r' — r"~ r") > 0. 

Bestimmt man für die Funation — r — r' — r" — r" die Diffürential- 
parametec und deren geometrische Derivirte, wie dies in g. 115, Beiap. 2 
gezeigt wurde, ao lassen sich hieraus leicht die Bedingungen ffir die 
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen erhalten. 

131. Die möglichen Bewegungen eines unfreien Punktes 
oder eines Systems von unfreien Punkten sind von zweierlei 
Art: befreiende und nichtbefreiende. Befreiende Bewegung werden 
wir eine solche nennen, infolge deren die Punkte frei werden, 
und nichtbefreiende eine Bewegung, wahrend welcher die Punkte 
anfrei bleiben. Befindet sich z. B. der Punkt m auf einer 
Fläche (9) und sollen seine möglichen Bewegungen der Be- 
dii^ang ^tp ^ genfigen, so wird er durch jede Bewegung, 
für die z/qo > ist, frei; denn er verlässt dann die Fläche. 
Bei jeder Bewegung aber, für die Jtp = ist, bleibt er auf 
der Fläche, d. h. er bleibt unfrei. 
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Im allgemeinen ist, wenn mechanische HinderniBse oder 
Verbindungen erfordern, dass alle möglichen Bewegungen eines 
Punktes oder Punktsystems der einen Bedindung Jip^O ge- 
nügen, wo 9 eine Function entweder der Punkte allein, oder 
der Punkte und der Zeit ist, jede Bewegung, welche Jtp > 
liefert, eine befreiende, und jede, die zitp = giebt, eine nicht- 
befreiende Bewegung. Dies lässt sich folgendermassen be- 

Es sei (M, M', M", ■ ■ ■) die Lage des Systems der Punkte 
(m, m, m", ■ ■ ■) zur Zeit ( und (Ä, A', Ä", • - ■) die Lage, welche 
dasselbe System zur Zeit t -\- t infolge irgend einer möglichen 
Bewegung annimmt. Denken wir uns femer eine Bewegung 
mit beliebigen Geschwindigkeiten und Beschleunigungen, welche 
in der Zeit das System (m, m, m", ■ • -) ans der L^e (^A, 
Ä, A", ■■■) in ii^end eine andere Lage {B, B", B", • ■ •) über- 
führt Für die Lage {A, A', A", ■ ■ -) und die Zeit ^ -j- r nimmt 
die Function 9 den Werth >p + ^ip an, welcher beim Ueber- 
gange des Systems (m, m', m", ■ • •) aas der Lage {A, A', A", • ■ ■) 
in {B, S, B", ■ ■ ■) ein positives oder negatives Increment jd'<p 
erhält. Ist nun ^9) > 0, so kann man die Zeit @ so klein 
wählen, dass der Absolutwerth von z/'^j kleiner als id<p wird; 
dann ist ^sp -f- ^fp > und folglich ist {B, B', B", ■ ■ ■) eine 
.solche Lage des Systems (m, m, *»",■-•), bei welcher der 
Werth von 9) (B, B> , S\---t-\-x-\-&) grösser ist als tp. 
Jede solche Lage gehört aber zu den möglichen Lf^en dea 
Systems, Wenn also (A, Ä, Ä", • ■ •) eine Lj^e ist, die das 
System infolge einer Bewegung angenommen hat, fSr die 
^91 > 0, so ist jede Verschiebung dea Systems aus dieser 
Lage in eine andere, benachbarte (B, B", £",■■•}, die hin- 
reichend nahe gewählt wird, möglich. Mit anderen Worten: 
die mechanischen Verbindungen hindern nicht die Bewegung 
des Systems (m, m, m", • • ■) aus der Lage {A, A\ Ä', ■ • •) in 
irgend eine benachbarte, mit beliebigen Geschwindigkeiten und 
Beschleuni gungen. 

Wenn d^egen för die Bewegung, welche das System in 
der Zeit r aus der Lage [M, M*, M", ••) in (.^i A', A" ■■■) 
überführt, ^(p = ist, so ist die Bewegung aus der L^e 
(.4, A', A"f---) nach {B, B", £",-■■) in der Zeit nur dann 
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möglich, wenn Ätf> ^ ist, wodurch die Geschwindigkeiten 
und Beschlennigungen dieser Bewegung bedingt, sind; also ist 
im Falle ^<p = das System (»» , m, m", ■ • •), das sich zur 
Zeit i + T in der Lage (A, Ä', A", • • ■) hefindet, unfreii. 

Im Beispiel a) des vorhergehenden Pan^raphen ist die 
Bewegang, welche z/( — r) > liefert, eine befreiende. Infolge 
einer solchen Bewegung hört der Faden auf angespannt zu 
sein und jeder der Punkte m und m' kann sich unabhängig 
von der Bewegung des anderen nach allen Richtungen hin 
bewegen. Eine Bewegung aber, für die ^( — r) = wird, 
ist eine nichtbefreiende; der Faden bleibt gespannt und mithin 
bleiben die Punkte »m und m unfrei. 

Für die Punkte des Beispieles b) des vorigen Paragraphen 
giebt es keine befreiende Bewegungen. Indem wir die Func- 
tion ip, die fUr alle möglichen Bewegungen des Systems nicht 
abnehmen darf, als Repräsentanten einer einzelnen mechanischen 
Verbindung betrachten, wollen wir diese Verbindung eine h»- 
festigende nennen, wenn 9) fSr alle möglichen Bewegungen 
seinen Werth behalten muss, d. h. wenn es keine befreienden 
Bewegungen giebt In diesem Falle hindert nichts, ip mit — y 
zu vertauschen, sofern dies vortheilhaft erscheint; denn die Be- 
dingung ^( — (f>)^0 ist dieselbe, wie ^tp^Q. 

Wenn aber tp wachsen kann, d. h. wenn die Verbindung 
befreiende Bewegungen zulässt, so werden wir eine solche 
Verbindung eine nvMbefestigende nennen. Die Unveräuderlich- 
keit des Abstaudes zweier Punkte eines starren Körpers kann 
als Beispiel für eine befestigende Verbindung dienen; ein an- 
gespannter Faden aber, der zwei Punkte verbindet, ist eine 
nichtbefestigende Verbindimg, 

Wenn die mechanischen Verbindungen erfordern, dass 
mehrere Functionen 9),, ^^, ff,--- bei einer möglichen Be- 
wegung den Bedingungen 

•^Vi^O, ^Vi^O, ^9)3 ^O,--- (a) 

genflgen sollen, so werden wir diese Verbindungen als die 
Gesammtheit mehrerer Verbindungen betrachten, welche einsein 
für sich die Bedingungen (a) liefern. 

Diese Vorausseteung ist bei den in der Mechanik wirklich 
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vorkomm enden zwingenden Yerbindui^en gerechtfertigt. Damit 
bei dem gemeinsamen Bestehen dieser Verbindungen keine 
beft^ienden Bewegungen statt haben, ist erforderlich, dass 
mindestens eine der Verbindungen eine befestigende sei. 

122. Wenn die Functionen ipi, 9)3, ■■■ nur Functionen 
der Systempunkte sind, d. h. als Functionen der Coordinaten 
dieser Punkte ausgedrückt werden können, ohne die Zeit ex- 
plicit zu enthalten, so darf die Anzahl der von einander un- 
abhängigen Functionen die dreifache Anzahl der Punkte d. h. 
die Zahl aller, die Lage des Systems bestimmenden Coordinaten 
nicht übersteigen. Ist nämlich m die Anzahl der Functionen 
fi) Vii '" W"' ^'^^ " <^'^ Anzahl aller Coordinaten und ist 
hierbei »» > », so erhält man durch Elimination der Coor- 
dinaten m — n Gleichungen von der Form: 

F,(pu 9)i, ■ - ■ 9m) = 0, F^{gi„ tp^,--- Vm) = 0, ■ - ■ 

■■■F„-,(tpi,<p„---'P'>.) = 0; 

infolge dieser Gleichungen sind aber m — n Grössen der Keihe 

fu 9'a> ■ ■ ■ 9*« Functionen der Übrigen «. Daher müssen auch 

in der Reibe der Bedingungen der möglichen Bewegungen 

^Vi > 0, ^^t ^ 0, ■ ■ ■ ^tp„ ^ 
»I — n dieser Bedingungen Folgen der übrigen sein. Wenn 
die Fanctionen ^i^, tp^,--- 9, die unabhängigen Incremente 
^(Pi, ^>Pi,--- ^qp. erhalten, so ist das Increment ^^„^i eine 
Function derselben; seine Grösse und sein Vorzeichen hängen 
deshalb von den Grössen ^fi, z/y^, ■■■ ab; daher müssen, 
wenn die Bedingung ^ip^i ^ zugleich mit den Bedingungen 

^91,^0, ^^i>0,--- Jg>„^0, (b) 

bestehen soll, die Coefficienten der Potenzen von ^^^jj '^Vh'" 
in dem Ausdruck für ^^»+1 gewissen Bedingungen genügen. 
Bei unendlich kleinen Wefthen von dgi^, -ätp^, •^Va, ••• '^Vn 
bestimmt sich das Vorzeichen von jifq>n+i durch das Zeichen 
des Ausdruckes: 

und wenn dasselbe für alle, den Bedingungen (b) genfigmde 
Werthe von ^fpi, jd(p^,---^*f)„ positiv sein soll, so ist er- 
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insgesammt positiv sind. Dieselbe Sdilussweise gilt aucli für 
die Übrigen Functionen ip^^i , ■ ■ ■ ^m ■ 

Ist m'=n und sind alle FunctioneD ipi, Vij'"'P* ^^' 
abhängig von einander, sind Qberdiea alle Verbindungen be- 
festigeniie, so ist eine Bewegung der Systempunkte nicht 
möglich, d. h. die Gleichungen 

sind die Bedingungen der ünbeweglichkeit des PunktaystemB. 
Denn in diesem Falle mOssen die Functionen qc,, fpi>'"V« 
constant bleiben, und folglich müssen es auch alle Coordinaten, 
die man als Functionen der Grössen 91,, ^i,---<Pn allein aus- 
drDcken kann. Im vorliegenden Falle hat man die Gleichungen: 
9i='h, yi = Cg,---9'~ ==c,, (c) 

wo C|, f^,---c. gewisse Constante sind, die sich aus der ge- 
gebenen La^e des Systems bestimmen. Es kann jedoch vor- 
kommen, dass eine oder mehrere der Gleichungen (c) Folgen 
der anderen sind; dann können die Coordinaten der Punkte 
sieh ändem, ohne die Gleichungen (c) aufzuheben; folglich ist 
eine Bewegung des Systems möglicL Dies tritt z. B. ein, 
wenn die aus den partiellen Derivirten der Functionen 9,, 
fsj-'-^t nach den Coordinaten gebildete Il^inctionaldeter- 
miuante zu Null wird, wie aus der Theorie der Determinanten 
bekannt ist. 

Wenn die befestigenden Verbindungen verlangen, dass n 
verschiedene Functionen der Zeit und der Coordinaten constant 
seien, so erhält man n Gleichungen, vermittelst derer alle 
Coordinaten als bestimmte Functionen der Zeit ausgedrückt 
werden; jeder Punkt kann nur eine bestimmte Bewegung haben. 

Wenn die verschiedenen, von den befestigenden Verbin- 
dungen herrührenden Gleichungen die Zeit nicht ezplicit ent- 
halten und wenn ihre Anzahl um Eins geringer als die Zahl 
aller Coordinaten, d. h. gleich n — 1 ist, so muss jeder System- 
punkt eine bestimmte Bahn haben. Denn man kann in diesem 
Falle aus n — 1 Gleichungen alle- Coordinaten, ausser dreien, 
die einem der Punkte angehören, eliminiren; dadurch ergeben 
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aich aber zwei Qleichmigen für die Bahn jenes Punktes. Der- 
artige befest^nde Verbindungen heiesen vMeommene. 

Ist die Änsahl der verschiedenen, zwischen den n Coor- 
dinaten bestehenden Gleichungen gleich n — 2, so erhält maai 
durch Elimination aller Coordinaten, ausser denen eines einzigen 
Punktes, nur eine Gleichung, nämlich die Gleichung einer 
Fläche, auf welcher der letzte Punkt bleiben muss ; folglich 
ist in diesem Falle jeder Punkt der Bedingung unterworfen 
auf einer bestimmten Fläche zu bleiben. 

Ist allgemein m die Anzahl der verschiedenen, die Zeit 
nicht explicit enthaltenden Gleichut^en, die man durch Unter- 
suchung der mechanischen Verbindungen erhält, und ist »i<k, 
so lassen sich alle Coordinaten als Functionen von » — t» 
unabhängigen Variablen darstellen; als solche Variablen kann 
man dann beliebige Functionen der Zeit wählen, um eine 
mögliche Bewegung hervorzubringen. 

123. Enthalten die Functionen ip die Zeit nicht explicit, 
so haben die Bedingungen der möglichen Geschwindigkeiten 
tf, «', v", ■■■ die Form : 

(s. §. 115), wo P, P*, ■•■ die Parameter der Function g> sind. 
Sind in diesem Falle die Geschwindigkeiten v, v, v", • ■ • der- 
art, dass sie der Gleichung 

£Pv = (a) 

geniigen, so werden auch die den ersteren entgegengesetzt 
gleichen Geschwindigkeiten — «, — «',■■• derselben Gleichung 
genügen; denn die Gleichung (a) läset sich durch I!( — Pv)^0 
ersetzen. Werm also aUe Functionen des Systems die Zät nidU 
es^liät enthalten und (die Derwirten dieser Functionen nach der 
Zeit für irgend ein System von möglichen Geschwindigkeiten m 
NuU icerden, so erhält man ein ätenfalls mögliches System von 
Geschumdigheiten, wenn man den Sinn jener GesdtwindigJceitea, 
ohne ihre Grösse m ändern, umkehrt. 

Hieraus folgt zugleich, dass, wenn aUe Verbindutyen be- 
festigende sind, jedes System -möglicher Geschwindigheiten in das 
entgegengeseteie venoandelt werden kattn. 
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Nehmen wir wieder an, die Zeit komme in der Function 
<p nicht explicit Yor und es seien (v, v, v", ■ ■ ■) und («, «', «", ■ • •) 
zwei Systeme möglicher Geschwindigkeiten. Wenn man diese 
(jeachwindigkeiten geometrisch addirt, so ei^eben sich die 
neuen Geschwindigkeiten: 

w ^v -^- u, Mj' ^ «' + m', ■ ■ ■ , 
die, wie leicht zu sehen, ebenfalls möglich sind. Da nämlich 
SPv > und SPÜ ^ isti so ist auch 
£(Fv + Pm) ^ 0; 
nun ist aber Pv + Fu = Ptv\ also ist üPiv > 0, d. h. die 
Geschwindigkeiten (w, w, ■ ■ ■) genügen jeder der Bedingungen 
der möglichen Bewegungen. 

Ist 2;PÜ ^ und EPit = 0, so hat man : 



d. h. die geometrischen' Differenzen v — w, v' —«',-■ ■ reprä- 
aentiren gleichfalls ein System möglicher Geschwindigkeiten. 
124. Statt der Geschwindigkeiten v, v, «",■■■ betrachtet 
man zuweilen die unendlich kleinen Wegstrecken, welche die 
Punkte mit jenen Geschwindigkeiten in derselben Zeit dt zurück- 
legen können, d. h. die DiSerentialverachiebungen 

ds ™ vdt, ds' = v'ät, ■ ■ • 
nach den Richtungen der Tangenten an die Trajectorien ; diese 
Verschiebungen sind den Differentialen der zur Zeit t zurück- 
gelegten Wege gleich (s. §. 11). Solche Verschiebungen er- 
füllen Bedingungen von der Form: 

SPds + If -di^O 

(s. §. 116, Form. 19). Bedingungen von dieser Form nennt 
man gewöhnlich Bedingungen der unendlich kleinen möglichen 
Verschiebungen. ' 

Wenn die Functionen <p die Zeit nicht explicit enthalten, 
oder wenn sie dieselbe enthalten, aber die partiellen Derivirten 
öy zur Zeit t verschwinden, so kann man annehmen, dass 
die möglichen Geschwindigkeiten v, v, v", ■ ■ ■ gleich Null sind 
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und das8 die mögliche Bewegung des Punktsysteme nur durch 
die Beechleunigungen bestimmt wird. In diesem Falle müssen 
die Beschleunigungen erster Ordnung v,, v\,--- Bedingungen 
von der Form 

(s. §. 114) erffillen, wenn die tp die Zeit nicht ezplicit ent- 
halten, und Bedingungen von der Form 

im entgegengesetzten Falle [s. §. 116, Form. (19)]. 

Ausgehend von den Bedingungen für die möglichen Ge- 
schwindigkeiten und Beschleunigungen kann man die Eigen- 
schaften der möglichen Bewegungen von Punktsystemen unter- 
suchen. Wir werden dies für das unveränderliche System 
durchführen, d. h. für ein System von Punkten, deren gegen- 
seitige Abstände sich während der Zeit der Bewegung nicht 
ändern können. 



XrV. Capltel. 
Mißliche Bewegungen eines nnveiftoderlichen Punktsystem a. 

136, Ein System von Punkten, deren gegenseitige Ab- 
stände sich während der Dauer der Bewegung nicht ändern 
können, heiast ein unveränderliches System. Dasselbe heisst 
frei, wenn ausser der Unveränderlich keit der gegenseitigen 
Abstände der Punkte weiter keine Bedingungen vorhanden sind. 
Betrachten wir zunächst die Eigenschaften der möglichen Be- 
wegungen eines freien unveränderlichen Systems. 

126. Wir beginnen mit der Untersuchung der Geschwin- 
digkeiten der auf einer und derselben Geraden liegenden Punkte, 
Dife Bedingung der Unveränderlichkeit des Abstands m zweier 
Punkte M und N erfordert erstens, dass die Derivirte dieser 
geometrischen Function nach der Länge, d. h. -jr, gleich Null 
sei; folglich muss ihre totale geometrische Derivirte Mj, wenn 
sie nicht gleich Null ist, auf u senkrecht stehen. Nimmt man 
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M als Anfangspuntt Ton u und bezeichnet mit a und ß die 
Geschwindigkeiten der Punkte M und N, so hat man nach 
dem Lehrsatz des §. 18: ii^^ß — a, was iufolge der Be- 
dingui^ -Ti^^ oder «, cos(Mi«) =■ Übei^eht in: 

^COS(M-«C08(«»), (1) 

d. h. die Frojectionen der Geschwindigkeiten sioeier Punkte M 
und N auf ihre Verbindungslinie sind einander gleich. 

Folgerung 1. Die Geschwindigkeiten aller, in einer wtd 
derselben Geraden liegend^t Punkte eines unveränderlichen Systems 
haben glä£he Projectionen auf diese Gerade. 

Folgerung 2. Wenn die Geschwindigkeit irgend eines Punktes 
einer Geraden gleich Null ist oder auf der Geraden senkreeid 
steht, so ist auch die Geschwindigkeil j^es anderen I^tnktes dieser 
Geraden entweder gleich Null oder senkrecht eu der Gm^aden. 

Aas den Geschwindigkeiten zweier Punkte Jlf und ^läast 
sich leicht die Geschwindigkeit jedes andern Punktes der Ge- 
raden MN ableit-en. 

Es stelle NA (Fig. 47) die Geschwindigkeit ß dar und 

AS eine der Geschwindigkeit a geometrisch gleiche, aber ent- 

p,^ ^j gegengesetzt gerichtete Strecke; dann 

repräsentirt die Strecke NB nach §. 18 

:i_^die geometrische Derivirte u^. Da 

M, co3{M|H) = ist, so steht NJi senk- 

~^if recht auf MN. Die Winkelderivirte Ö 

ist jjleich dem Verhältniss — . Zieht mau also die Gerade MB, 

so iät = J^ = tan (BMN). 

Um nun die Geschwindigkeit eines beliebigen in der Ge- 
raden MN liegenden Punktes P zu erhalten, ziehe man PC 
parallel MB und verbinde C mit A; die Strecke NC iat dann 
die geometrische Derivirte von PN, und da — CA = NA — NC 
so ist die der CA geometrisch gleiche Strecke PQ die Ge- 
schwindigkeit des Punktes P. Diese Geschwindigkeit hat ihren 
kleinsten Werth, wenn CA senkrecht auf NB steht; fällt man 
also von A das Perpendikel AI) auf NB und zieht DO pa- 
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rallel BM, so findet man den Punkt 0, der die kleinste Ge- 
schwindigkeit ff = DA besitzt. 

Bei dieser Constraction lassen sich folgende Fälle unter- 
scheiden. 

1) Die Geschwindigkeiten er und fS sind nicht parallel. Dann 
kann AD oder e nicht gleich Null sein, und es giebt daher 
auf der Geraden MN keinen Punkt, dessen Geschwindigkeit 
gleich Null wäre. 

2) Die Geschwindigkeiten a und ß sind einander geometrisch 
gleich. Dann ist NB "« und CA = ß = a; folglich sind 
in diesem Falle die Geschwindigkeiten aller Funkte einander 
geometrisch gleich ._ 

3) Die Geschwindigkeiten « und ß sind parallel, aber nicht 
gleich, oder gleich, aber von entgegengesetztem Sinne. Dann 

Hg. 4e. sind sie nothwendig senkrecht auf MN; detm 

'T^der Punkt A fallt in die Gerade NB, die zu 
~jV MN senkrecht ist. Da nun AD = 0, so ist 
9 = 0; mithin giebt es in diesem Falle auf 
der Geraden MN einen Punkt 0, dessen Öe- 
*^' schwindigkeit gleich Null ist Man sieht leicht^ 

dass dieser Punkt der Schnittpunkt der Geraden MN mit der 
Yerbindungshnie der Endpunkte der Geschwindigkeiten a und 
ß ist (Fig. 48). 

4) Die Geschwindigkeit a steht auf MN senkrecht Dann 
ist (nach Folgerung 3) die Geschwindigkeit jedes Punktes der 
Geraden MN auf ihr senkrecht. Die kleinste Geschwindigkeit 
a muss, da sie auf MN und NB senkrecht steht, auf der 
Ebene MNB senkrecht stehen. 

Im zweiten Falle kann man die Geschwindigkeiten aller 
Punkte der Geraden MN erhalten, wenn man diese Gerade 
sich so bewegen lässt, dass sie zu ihrer Anfangslage parallel 
bleibt Eine derartige Bew^^ong heisst TraHslation. 

Im dritten Falle lassen sich alle Geschwindigkeiten durch 
Sotatioti der Geraden MN in der Ebene der Geschwindigkeiten 
a und ß um den Funkt hervorbringen, nämlich nm den 
Punkt, dessen Geschwindigkeit gleich Null ist; die Winkel- 
geschwindigkeit dieser Kotation ist = ""^ . 
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Im vierten Falle endlich laasen sicli alle Geschwindig- 
keiten durch eine Bewegung hervorbringen, die zusammen- 
gesetzt ist aus einer Rotationsbewegung der Geraden MN 
um den Funkt 0, welcher die kleinste Geschwindigkeit hat, 
mit der Winkelgeschwindigkeit ^ — , und aus einer Trans- 
lationsbewegung, bei der alle Punkte der Geraden MN Ge- 
schwindigkeiten haben, die der Geschwindigkeit a des Punktes 
gleich sind. Eine derartige Bewegung nennt man eine 
Schraubekhewegung, weil die Gerade MN dabei eine Schrauben- 
fiäche erzeugt. Die Gerade MN bleibt nämlich der Ebene 
MNB fortwährend parallel und hat zu Leitlinien die Gerade 
a und die Schraubenlinie, welche der Punkt N auf einem ge- 
raden Gylinder beschreibt, dessen Axe die Gerade «r und dessen 
Basis ein Kreis vom Radius ON in der Ebene MNB ist. 
Ist nun S die Ganghöhe der vom Funkte N beschriebenen 
Schraubenlinie, so hat man nach der bekannten Eigenschaft 
der Schraubenlinie 

H -.2« ■ ON = DA : NB = 6 : ON- &, * 



Diese Grösse hängt von der Lage des Punktes N nicht 
ab; folglich beschreiben alle Punkte der Geraden JtfJ^ Schrauben- 
linien von gleicher Ganghöhe. Sind die Länge u und die 
Geschwindigkeiten a und ß der Endpunkte gegeben, so lassen 
sich die Werthe von & und a leicht berechnen; man erhält 
nämlich: 

& =l\a^ + ß^- 2aB cosfa^)]^ , ff "ßa^l"? ) ,3) 

Die Lage des Punktes ist durch die Länge 

bestimmt; diese Grösse muss im Sinne von N nach M bin 
oder im entgegengesetzten Sinne aufgetragen werden, je nach- 
dem die Formel ein positives oder n^atives Resultat liefert. 
Die Xj&ge des Punktes lasst sich auch durch das Yerbältniss 
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-"^- ±«[«-pco8{(J«)] 

bestimmen. 

137. Infolge der Unveränderlicbkeit der Abstände der 
Punkte von einander ändern sich auch die Winkel zwischen 
den Yerbindungelinien nicht. Es seien A, B, A, S Punkte 
des unveränderlichen Systems, r.der Abstand AB, r' der Ab- 
atancl A'V. Wegen der Unveränderlichkeit dieser Strecket 
und des von ihnen eingeschlossenen Winkels ist das geo- 
metrische Product rr = rr' cos {rr) const&nt; folglich ist 

^ = oder 
dt 

r^r' -\- rr\ = Q. (4) 

BezeicAiet man mit «, ß, a, ß" die Geschwindigkeiten 

der Punkte A, B, A, S, so hat man: 

fi = ^ — a, r\= $ ^ tt 

(§. 18); dadurch geht die vorige Gleichung über in; 

(?-i)/ + (|'-?)r-0 

oder 

fr + fr = ^ + ^. (5) 

Dies ist die Gleichung, welche zwischen den Geschwindig- 
keiten der Eckpunkte des unveränderlichen Tetraeders AB AK 
besteht. Im speciellen Falle können die vier Punkte A, B, 
A, Bt in einer Ebene liegen. Fallen die beiden Punkte A 
und A zusammen, so ist a ^ u und die Gleichung (5) giebt 



^r' + ^r = a(r-f /}, 

wo r -^ r die Di^onale des Ober r und / als Seiten con- 
struirten Parallelogramms ist, 

138. Die Gesammtheit der gleichzeitigen Geschwindig- 
keiten aller Punkte bei irgend einer möglichen Bew^ung eines 
Punktsystems wollen wir ein System mögliche Geschmnd^kät^t 
nennen. Die einfachsten möglichen Geschwindigkeits Systeme 
sind die tr&uslatorischen und rotatorischen. 

Ein System von einander geometrisch gleichen Geschwin- 
digkeiten heisst ein System von IVanslationsgeschmndigkeiten. 
Ein solches lässt sich durch eine Bewegung erzeugen, bei der 
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alle Geraden, die ii^ead zwei Systempunkte verbinden, ihren 
Anfangslagen parallel bleiben und ihre Längen beibehalten. 
Offenbar kann ein freies, unveränderliches System eine der- 
artige Bewegung bei vollkommen beliebiger Grosse and be- 
liebiger Richtung der gemeinsamen Geschwindigkeit haben, 
d, h, jedes Syslem von TraYislatumsgeschwindigkeiten ist für ein 
freies, unveränderliches Syslem möglich. 

Wenn man in irgend einer Lage des Systems von ein^n 
beliebigen festen Punkte aus nach den Funkten des Systems 
Gerade zieht und dieselben um rotiren lasst, ohne ihre 
Längen und die von ihnen eingeschlossenen Winkel zu ajidem, 
so ändern sich dabei auch die Abstände der Endpunkte dieser 
Geraden von einander nicht; folglich repräsentiren diese End- 
punkte zu jeder Zeit eine mögliche Lage des Punktsystems. 
Eine derartige Bewegung nennt man eine Botationsbetoegung 
um den Punkt 0, der das Botatümscentrum beisst. Mithin kann 
ein freies unveränderliches System von Punkten eine Hotations- 
hewegung um einen beliebigen Punkt haben. Die Geschwindig- 
keit jedes Punktes ist senkrecht su der, den Punkt mit dem Jto- 
tationsc^fytim verbindenden Geraden, da die Länge dieser Ge- 
raden unveränderlich ist f|, 126, Folg, 2). 

129. Lehrsatz i. Wmn hei irgend einer möglichen Be- 
wegung eines unveranderlidien Punktsystems die Geschwindigkeit 
eines Punktes 0, der mit allen Systempunkien unveränderlich ver- 
hur\den ist, gleich Null ist, so giebt es eine Menge andrer, un- 
veränderlich mit den übrigen verbundener Punkte, deren Ge- 
sdnvindigkeiien gleichfalls gleich Null sind. Alle ■ diese Punkte 
liegen auf einer, durch den Punkt gehenden Geraden, die man 
die Momenfanaxe nennt (§. 26). Die Geschwindigkeit jedes, nicht 
auf der Momentanaxe gelegenen Punktes ist senkrecht «m der 
durch diesen Punkt und die Momentanaxe gehenden Ebene. IHe 
Gesehunndigkeiten der Systempunkte sind den Abständen dieser 
Punkte von der Momentanaxe proportional. Ein derartiges 
System von Geschwindigkeit^ lässt sieh durch eine Rotations- 
bew^ung des Punktsystems um die festbleibende Momentanaxe 
erzeugen; die Winkelgeschunndigheit dieser Rotation ist gleich 
dem VerhäUniss der Geschwindigkeit irgend änes Punktes zu 
dem Abstand dieses Punktes von der MomerUanaze. 

Somoft, Mechanik. I. 18 . 
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Der Beweis dieses Satzes ist zwar schon in den Aus- 
führungen des §. 26 enthalten. Doch dürfte ea nicht über- 
flüssig sein, hier einen anderen Beweis zu geben, der direct aus 
den Bedingungen der Un Veränderlichkeit des Punktsystems folgt. 

Es sei der Punkt, dessen Geschwindigkeit gleich Null 

ist, und m und m' zwei Funkte, deren Geschwindigkeiten v 

und v nicht gleich Null sind (Fig. 49). Wenn es ausser dem 

Fig. 19. Funkte noch einen Punkt A giebt, dessen 

^,^^ J^* Geschwindigkeit gleich Null ist, so müssen v 

f-.yii;., p und v auf den Geraden mA und tn'A senk- 

Lyl "'-'J recht stehen (nach §. 126, Folg. 2); nun sind 

V und v auch senkrecht auf mO und m'O; 

daher muss A sowohl in der durch Om senkrecht zu v, als 

auch in der durch Om' senkrecht zu v' gelegten Ebene liegen, 

d. h. A muss ein Funkt der Schnittlinie dieser beiden Ebenen 

sein.*) Umgekehrt sieht man leicht, dass jeder in dieser 

Schnittlinie liegende Punkt eine Geschwindigkeit gleich Null 

hat. Ist nämlich A ein beliebiger Punkt dieser Geraden, so 

' muss (nach §. 126, Folg. 2) seine Geschwindigkeit entweder 

gleich Null sein oder auf den drei Geraden AO, Am und Am 

senkrecht stehen; dies letztere ist jedoch nicht möglich, weil 

die Geraden AO, Am und Am' im allgemeinen nicht in einer 

Ebene liegen; mithin muss die Geschwindigkeit des Punktest 

gleich Null sein. 

Die Geschwindigkeit v" jedes dritten Punktes m" muss 
(nach §. 126, Folg. 2) auf den Geraden m'O und m"A, d. h. 
auf der durch OA und m" gehenden Ebene senkrecht stehen. 
Es giebt also wirklich ausser noch Punkte, deren Geschwin- 
digkeiten gleich Null sind, und dieselben liegen alle in einer 
Geraden, durch die sämmtliche Ebenen gehen, welche durch 
die übrigen Systempunkte senkrecht zu den entsprechenden 
Geschwindigkeiten gelegt werden können. Die Gerade OA 
ist die Momentanaxe in dem Sinne, wie wir sie im §. 26 de- 
finirt haben. 

Wir fällen nun aus den Punkten m und m' die Perpendikel 

*) OfFenbar lassen eich die Punkte tn und m' immer so wählen, dtus 
m nicht in der, durch Om senkrecht zu v gehenden Ebene li^. 
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»Mpuad »»'P" auf die Momentanaxe OA uiid bezeichnen dieselben 
mit h und Ä', wobei die Punkte P und P' als Anfangspunkte 
gelten sollen. 

Auf das unveränderliche geometrische ProduetÄÄ' wollen wir 
nun die Bedingung (4) §. 127 anwenden; dies giebt: vh' -f- ^'^ = 0, 
das heisst: 

• vh' 008 (vk') + v'h cos (v'h) = 0. (6) 

Hier sind die Grössen c08(i'A') und co8(v'Ä) nicht gleich 
Null, da die Ebenen 0mA und OniA nicht zusammenfallen. 
Damit die Gleichung (6) möglich sei, müssen jene Cosinus 
entgegengesetzte Zeichen haben, und deshalb muas einer der 
Winkel {vh') und {v'K) ein spitzer, der andere ein stumpfer 
sein. Man sieht aber leicht, dass die Summe dieser beiden 
Winkel immer 180" beträgt. Verlegt man nämlich die Geraden 
h, h', V, v, nach als gemeinsamem Ursprung (Fig. 50), ohne 
ihre Grosse und Richtung zu ändern, so dass 
OM=h, OM' = h', On = v, 0(l' = v wird, 
so findet man, dass diese Geraden in einer und 
derselben Ebene liegen und dass die Winkel 
MOp. und M'Ofi Eechte sind; daher müssen 
~~V die die Winkel (vh') und (v'h) repr äsen tir enden 
Winkel (lOM' und (i'OM, da ihre Schenkel senk- 
recht auf einander stehen, entweder einander 
gleich sein oder sich zu 180® ergänzen. Da nun der eine von 
ihnen spitz, der andere sjjjimpf sein muss, so ist nur das 
letztere möglieh, d. h. es ist: 

cos (vh') = — cos (v'h). 
Hiermit geht die Gleichung (6) über in 
vh' = v'h, 
oder 

v:h=v' -.h'. (7) 

Diese Gleichung zeigt, dass alle Geschmnäighdten den Ab- 
ständen der mtsprechenden Punkte wm der Momentanaxe pro- 
portional sind. 

Aus der Gleichung ^ pOM' + ^^'OM = 180® folgt 
■^fiOfi =-^MOM'; dies bedeutet, dass die Geschwindigkeiten 
V und v nach derselben Seite hin gerichtet sind, beide nach 
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rechtB oder beide nach links für einen auf die Punkte m und 
m' hinschauenden Beobachtet, dessen Füsae sich in und 
dessen Kopf sich in A befindet. 

Liegen die beiden Punkte m nnd m' in derselben Ebene 
mit der Axe OA, so ist cos(wÄ') = 0, cos(i)'Ä) => 0, und ans 
der Gleichung (6), die in ^ Übergeht, ergiebt sich die 
Bedingung (7) nicht 

Denken wir uns in diesem Falle einen nicht in der Ebene 
0mA gelegenen Punkt m" und bezeichnen wir mit v" seine 
Geschwindigkeit und mit h" seinen Abstand von der Äxe OA, 
so hat man v.h^v" : A" und ü' : Ä' = v" : h", also v:k^=v':h'. 

Ans der Proportionalität der Geschwindigkeiten nnd der 
Absiede der entsprechenden Punkte von der Momentanaxe 
schliessen wir, dass die Gescbwind%keiten aller Punkte einer 
beliebigen, der Ase parallelen Geraden einander geometriach 

gleich sind. Das Verhältniss m = y jeder Geschwindigkeit zu 

dem Abstände des entsprechenden Punktes von der Momentan- 
aze ist die Botationswinke Ige seh windigkeit jeder durch die 
Momentanaxe gehende Ebene; sie bestimmt sich als die Ge- 
schwindigkeit eines Punktes, der die Entfernung Eins von der 
Axe hat. Man ist übereingekommen, dieselbe (wie schon im 
§. 26 gesagt wurde) durch eine Strecke OD darzustellen, die 
auf der Momentanaxe derart aufgetragen wird, d^s ein Be- 
obachter mit den Füssen in und dem Kopf in ID die Ge- 
schwindigkeiten nach der rechten Seite hin gerichtet sieht. 

Aus dem Obigen sieht man, dass man sich das ganze ge- 
gebene System von Geschwindigkeiten hervorgebracht denken 
kann durch eine Rotationsbewegung um eine die Richtung 
von oj repräsentirende Gerade, mit einer Winkelgeschwindig- 
keit gleich CO. Nur in diesem Sinne betrachtet man die Be- 
wegung des Systems als eine Rotationsbewegung, wenn die 
Geschwindigkeit eines Punktes gleich Null isi. In Wirklich- 
keit kann dagegen die wahre Bewegung auch eine nicht ro- 
tatorische sein, d. h. es kann der Fall sein, dass das System 
keinen einzigen festen Punkt hat. Denn dass die Geschwindig- 
keiten aller Punkte der Geraden OA gleich Null sind, ist nicht 
die Bedingung der Unbeweglichkeit dieser Geraden; sie kann 
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iwmlich eine Bewegung haben, bei der alle ihre Punkte ia 
unendlich kleiner Zeit Wege durchlaufen, die von höherer 
Ordnung unendlich klein sind, ala die von den übrigen System- 
punkten durchlaufenen Wege. Im allgemeinen kann die Mo- 
mentanaie mit der Zeit ihre Lage im Räume und bezüglich 
der Systempuiikte äudem, sogar in dem Falle, wenn es im 
Systeme einen festen Punkt giebt. Wir werden weiter 
unten sehen, wie diese Aenderung ihrer Lage vor sich geht. 

130. Lehrsatz 2. Jedes geg^ene System möglkher Ge- 
schwindigkeiten, das keine Translationsbewegung repräsentirt, lässt 
stcÄ zerlegen in ein System von Bolaiionsgeschmndig'keiten um 
einett beliebigm Rtnkt und ein System von Trcmslaticns- 
geschimndiglieiten, dessen gemeinsame Geschwindiglcdt geometrisch 
gleich der Geschwindigkeit des Pmktes in dem gegebenen Ge- 
sehwindigheitssysteme ist. 

Beweis. Das gegebene System möglicher Geschwindigkeiten 
sei (v v, v" - - -) und h sei eine von diesen Geschwiudigkeiten, 
nämlich diejenige, welche der Punkt hat Hätten alle übrigen 
Punkte Geschwindigkeiten, die der k geometrisch gleich wären, 
so hätte man das System von Tranalationsgeschwindigkeiten 
fit k k ■■■\ Bildet man die geometrischen Differenzen der 
Geschwindigkeiten des gegebenen Systems und der entsprechen- 
den Geschwindigkeiten dieses neuen Systems, so erhält man das 
folgende System von Geschwindigkeiten: 

m; = l; — k, w' = v — h, w" ^v" — k,--- , 
welches, wie im §. 123 bewiesen, gleichfalls ein mögliches 
System ist In diesem Systeme hat der Punkt die Ge- 
schwindigkeit k — k = 0; daher ist {w, w, w", • ■ ■) ein System 
von Rotationsgeschwindigkeiten um den Punkt 0. Da nun 

V ^w -\-h, v =w' -\-k, «" = ««" -f- Ä, ■■■ , 
80 ist das gegebene System {v, v, v", ■ ■ ■) aus dem Systeme 
der Rotationsgeschwindigkeiten (w, w', w", ■ ■ ■) um den Punkt 
und aus dem System von Transiationsgeschwindigkeiten Qt ,k,h-- -) 
zusammengesetzt 

Nach dtm Lehrsatz 1. hat das Geschwindigkeitssystem 
(w, w", w", * • ■) eine gewisse Momentanaxe und eine Momentan- 



izecDy Google 




— 278 - 

irinkelgesch windigkeit , die sich folgendermassen bestimmen 
lassen. 

Es sei OP (Fig. 51) die Geschwindigkeit Tz des Punktea 

und 0(i, Oft, 0(i", ■ ■ ■ gerade Strecken , die den übrigen 

j,^ 5, Geschwindigkeiten des gegebenen Sy- 

jif' stema v, v, v" ■■• geometrisch gleich 

sind. Die Strecken 

Pft = v — k, Ffi '=v' — h, 
P^' = j7' — i, . . . 
sind dann den Geschwindigkeiten des 
Rotationssystema (w, vf, w", ■ • ■) geometrisch gleich. Da diese 
letzteren nach Lehrsatz 1. auf der Momentanaxe der Rotation 
senkrecht stehen müssen, so liegen die Geraden Pfi, Pft, Pfi"- ■ • 
in einer und derselben, zn dieser Axe senkrechten Ebene. 
Mithin ist die Momentanaxe das Perpendikel OD auf die 
Ebene iiPii- Zieht man die Geraden: 

ÖM=P{i^, ÖW=P^, OM"-='P^,---, 
so liegen dieselben gleichfalls in einer und derselben zu OD 
senkrechten Sbene; um daher die Momentanase zu finden, 
zieht man durch das Soiationscentrum zwei Strecken OM und 
OM", geometrisch gleidi zwei Rotationsgeschwindigkeiten w und w 
und errichtet das Perpendikel OD auf ihrer Ebene, Dabei sind 
w und w' so zu wählen, dass OM und OM" nicht in eine 
gerade Linie fallen. 

Man sieht aus dieser Conatruction, dass die Strecken OP, 
Oft, 0[i, 0[i",--- eine gemeinsame Projection OB auf die 
Momentanaxe OA haben. 

Also hai jedes System möglicher Geschwindigkeiten die Uigen- 
schaft, dass alle Geschwindigkeiten eine gemeinsdiaßliche JVfy'ecöön 
auf eine und dieselbe Gerade haben. 

Es sei m die Projection eines Punktes von der Geschwin- 
digkeit 1! ^ 0(1 auf die Ebene MOM'. Nach der Eigenschaft 
der Rotationsgeschwindigkeiten muss die Strecke Om auf OA 
senkrecht stehen; denn sie ist geometrisch gleich dem Per- 
pendikel, das man. aus dem Funkte, dessen Geschwindigkeit 
V ist, auf die Momentanaxe OA fällen kann. Zu gleicher Zeit 
ist sie jedoch auch senkrecht auf der Hotationsgeschwindigkeit 
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w ^ OM. Daher iat das Verhältniss a = 
die Momentanwinkelgescliwindigkeit der Rotation für das System 
der Geschwindigkeityi {w, w , w", • ■ ■). Wie schon in §. 26 
gesagt wurde, wird dieses Verhältaiss durch eine Strecke 
OD = ü) dargestellt und auf der Momentanaxe aufgetragen. 
Die Geschwindigkeit v ist die geometrische Summe h •^- w, 
und da die Rotationsgescbwindigkeit w für alle Punkte einer, 
der Momentanase parallelen Geraden dieselbe ist, so ist auch 
die Geschwindigkeit v dieselbe für alle Punkte einer durch m 
zur Momentanaxe gelegten Parallelen. 

Somit hcihen die PunJcte, welche auf etn^" zur Momentan- 
axe parallelen Geraden liege», GeschmndigkeHen, die einander 
geometrisdi gleich sind. 

Da die Wahl des Rotationscentrums willkürlich ist, so 
kann man ein und dasselbe System Ton Geschwindigkeiten 
auf verschiedene Weise in ein Rotations- und ein Translations- 
system zerlegen. Bei jeder Zerlegung bleiben die Richtung 
der Momentanaxe, die Grösse der Winkelgeschwindigkeit at 
und der Sinn der- Rotation dieselben. Um sich davon zu über- 
zeugen, Tertausche man das Rotationscentrum mit einem , 
anderen ö, dessen Geschwindigkeit h' ist. Zieht man nun 
OP' geometrisch gleich Ä', so findet man, dass der Punkt P 
in der Ebene ftPft' liegt; folglich liegen die Strecken J**;*, 
P'ft', -Pft", ■ ■ ■ , welche die neuen Rotationsgeschwtndigkeiten 
der SjBtempunkte um Cf repräsentiren, in derselben Ebene, 
so dass die auf dieser Ebene senkrechte Gerade OA der Mo- 
mentanaxe der neuen Rotationsbewegung paraUel ist. Als 
Winkelgeschwindigkeit der ersten Rotation kann man das Ver- 
hältniss TOn PP' zu dem aus 0' auf OÄ gefällten Perpendikel 
KB. BS. ^'^ Wählen (Fig. 52) und als Winkel- 

p, g- ^ geschwindigkeit der zweiten Rotation das 

Verhältniss von FF' zn dem aus auf 
die der OA parallele Gerade O'Ä ge- 
fällten Perpendikel 0^. Diese beiden 
Perpendikel sind aber einander geometrisch 
gleich; folglich sind auch die Winkelgeschwindigkeiten beider 
Rotationen gleich. Trägt man auf der neuen Momentanaxe 
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eine Strecke O'Z/ gleich und voa gleichem Sinoe mit OD = ^/^ 
auf, so erhält man die Wiukelgeschwindigbeit der neuen Ro- 
tation. Ein Beobachter mit den Püasen in & und dem Kopfe 
in ly siebt die Rotation des Punktes Q im positiven Sinne, - 
d. h. von links nach rechts vor sich gehen. Denn wenn für 
den Punkt als ßotationscentrum die Geschwindigkeit des 
Punktes Q durch eine Strecke dargestellt wird, die der FF" 
geometrisch gleich und im Sinne von P nach P' gerichtet ist, 
so stellt sich ffir 0' als Rotationscentrum die Geschwindigkeit 
des Punktes Q durch eine der Strecke FF' entgegengesetzte 
Strecke dar. Daher haben beide Rotationen denselben Sinn. 
Die Grösse und der Sinn der Rotationsrnnkelgeschwindigkeil o, 
die auf der Momentanaxe aufgetragen wird, sind also unabhängig 
von der Lage des BafaMonscentrums. 

131. Lehrsatz 3. Jedes System mögliche Geschwindigkeiten, 
das Jcein BotaHons- wnä ]cein Translationssystem ist, lässt si^ 
durch eine Schraubenbewegung erzeugen, d. h. durch eine Be- 
wegung, die aus einer Rotation um eine gewisse Axe und aus 
einer Translation parallel dieser Axe mtsammengesetst ist. 

Das vom Rotationscentrum auf die durch die Endpunkte 
aller Geschwindigkeiten gebenden Ebene liPfi gelallte Per- 
pendikel OB (Fig. 51, Seite 278) stellt die kleinste Gescbwin- 
■ digkeit dar und zugleich die Projection aller anderen Ge- 
schwindigkeiten auf die Momentanaxe. Diese - kleinste Ge- 
schwindigkeit gehört den Punkten einer der Axe OD parallelen 
Geraden an, die man auf dieselbe Weise finden kann, in welcher 
oben diejenige Gerade construirt wurde, welche alle Punkte 
enthält, die eine gegebene Geschwindigkeit besitzen. Es sei 
CJ5 diese Gerade. Die Richtung der Geschwindigkeit jedes 
ihrer Punkte fUllt in sie selbst hinein. Das gegebene System 
von Geschwindigkeiten (v, v, t)", ■ • ■) lässt sieb ansehen als 
zusammengesetzt aus einem Systeme von Rotationsgeschwindig- 
keiten um den Punkt C und einem Systeme von Translations- 
geschwindigkeiten , deren jede geometrisch gleich der Ge- 
schwindigkeit jenes Punktes C ist; dabei haben die Rotationa- 
ge seh windigkeiten die Gerade GE zur Axe und ist ta die 
WinkelgeechwindigkeiL Folglich lässt sich das gegebene Ge- 
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schwindigkeitssystem hervorbringen durch eine Sehrauben- 
bewegnng, die aus einer Rotation um CE und einer dieser ge- 
raden parallelen Translation zusammengesetzt ist. Ebenso wie 
in §. 126, ist leicht zu sehen, dass alle Systempunbte bei 
dieser Bewegung Schraubenlinien von gleicher Ganghöhe be- 
schreiben. Bezeichnet nämlich H die Ganghohe der von einem 
Pnnkte m beschriebenen Schraubenlinie und die Translations- 
geschwindigkeit OB, so hat man ff = 2« Cm ■ tan {OfiB) 

und ta.n (0 fiB) = ^s- = —7,— ; also ist H ^ — . Diese " 

Grösse häi^ von der Lage des Punktes m nicht ab. 

Die Gerade CE, welche die Äse der Schraubenbewegung 
ist, heisst die Centralaxe. Ist C ihre Spur in der Ebene MOM 
(Fig. 51, Seite 278), so steht die Gerade CO senkrecht auf 
der Ebene BOP und mithin auch auf OF, der Projection der 
Geschwindigkeit OPanf die Ebene üfOlf'. Da der PunktOwill- 
kflrlieh ist, so kann man sagen, dass die Geraden, welche die 
FrojecHonen der SifStempunkte auf eine mr Centralaxe senkrechte 
Ebene mit der Spur der Centralaxe in dieser Ebene verbinden, 
auf den Prcijeetionen der entdeckenden Geschwindigkeiten auf 
dieselbe Ebene senkrecht stehen. 

Auf (rrund dieser Bemerkung lässt sich die Centralaxe 
folgenderm aasen constmiren. Man zieht durch einen beliebigen 
Punkt die Strecken Op., 0[i, Ofi" geometriscb gleich den 
Geschwindigkeiten dreier Punkte m, m, m", legt dann durch 
dte Endpunkte p., (t\ (i" eine Ebene und fällt Tom Punkte 
aus eine Senkrechte auf diese Ebene; diese Senkrechte ist der 
Centralaxe parallel. Hierauf bestimmt man in einer zu dieser 
Geraden senkrechten Ebene die Projectionen zweier Punkte 
m und m und ihrer G«schwindigkeiteQ und errichtet in den 
Projectionen der Punkte Senkrechte auf die Projectionen der 
entsprechenden Geschvnndigkeiten; der Schnittpunkt C dieser 
Senkrechten ist ein Punkt der Centralaxe. Die in- diesem 
Punkte auf der Ebene errichtete Senkrechte ist die Centralaxe 
selbst. Diese Construction der Centralaxe ist von P<Hicelet 
gegeben. Weiter unten werden wir eine andere von Chasles 
gefundene Construction. mittheilen. 

132. Wenn der Fall eintritt, dase die den Geschwindig- 
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keitea der Punkte m, m', tn" geometriscli gleichen Strecken 
0(1, Oft, Oft" in einer Ebene liegen,*) so liegen die, den 
übrigen Geschwindigkeiten geometrisch gleichen Strecken Oft'", 
Ofi"",--- ebenfalls in dieser Ebene; daher sind die Geschwin- 
digkeiten aller Sjstempunkte einer und derselben Ebene pa- 
rallel. In diesem Falle ist das Perpendikel OB, welches die 
Geschwindigkeit der, der Centralaxe parallelen Translations- 
geschwindigkeiten darstellt, gleich Null, und das gegebene Ge- 
schwind^keitssjstem besteht daher nur in einer Eotation um 
die Centralaxe. 

Hierhin gehört als specieller Fall das Geschwindigkeits- 
system eines ebenen, unveränderlichen, in seiner Ebene sich 
bewegenden Punktsystems. 

Es giebt in diesem Falle keine, der Centralaxe parallele 
Tränslationsbewegung. Dpr Schnittpunkt der Centralaxe mit 
der Ebene des unveränderlichen Punktsystems ist hier derjenige 
Punkt, in welchem alle, in den verschiedenen Systempnnkten 
auf den entsprechenden Geschwindigkeiten errichteten Senk- 
rechten oder, was dasselbe ist, die Normalen der Trajectorien 
zusammentreffen. Hieraus ergiebt sich der folgende Satz von 
Cbasles. 

Lehrsate 4. Bas Gesch/mndigk^tssystem einer unveränder- 
lichen, ebenen, in ihrer Ebene sich bewegenden Figur ist im aU- ' 
gemeinen ein Sotationssystem um den Schnit^twnkt aUer Normalen 
der Trajectorien der versckiedemn Punkte der Figur. Diesen 
Punkt nennt man das Eotationscentrum. Derselbe kann auch 
im Unendlichen liegen; dann ist das Geschwindigkeitssystem 
ein translatorisches. 

Auf diesen Satz gründet sich eine Methode zur Gonstruction 
der Normalen und Tangenten an gewisse 
Curven. Es mögen die beiden Punkte 
(Fig. 53) A und B der unveränderlichen 
Figur zwei gegebene Linien DF und 
FO beschreiben, und es sei die Methode 
der Gonstruction der Normalen -an diese 
Linien bekannt. Zieht man nun die Normalen dieser Linien 




*) Während fi, fi', fi" nicht in einer Geraden liegen. 
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in dea Punkten A und B, so ergiebt sich das Rotationscentruni 
C als Sdmittpunkt derselben. Nunmehr kann man die Nor- 
male der von irgend einem anderen Punkte M der unveränder- 
lichen P^r beschriebenen Linie finden; diese Normale ist 
nämlich MC. Sind die Linien D^ und FG Gerade, so ist 
die Trajectorie jedes Punktes M eine Ellipse oder eine Gerade 
(wie aus der analytischen Geometrie bekannt ist). Diese Con- 
struction- stimmt mit der auf Seite 43 and 43 für die Ellipse 
und Conchoide gegebenen überein. 

133. Lehrsatz 5, Jedes System möglidier GeschtvindigkeUen 
Jcann man als aus zwei Systemen von liotationsgesckwindigkeiten 
eusammengesetzt betrachten. 

Bmieis. Man lege durch zwei Punkte A und A' (Fig. 54) 
Ebenen, senkrecht zu den resp. Geschwindigkeiten a und a, . 
Diese Ebenen sehneiden sich im allgemeinen nach einer Ge- 
raden BB". Nimmt man auf dieser zwei Punkte B und JB" 
an und zieht die Geraden BA, BA!, SA, "BÄ, so findet 
man, dass (nach §. 136, Folg. 2) die Geschwindigkeit p des 




Punktes B auf AB und BÄ^, also auf der Ebene ABÄ senk- 
recht steht; ebenso findet man, dass die Geschwindigkeit ^ 
des Punktes S auf der Ebene AB' Ä senkrecht steht. Daher 
ist die Gerade AÄ die Schnittlinie der durch die Punkte B 
und S gehenden und auf den Geschwindigkeiten dieser Punkte 
senkrechten Ebenen. Die Gerade AÄ hat also bezüglich BS 
dieselbe Bedeutung, wie die Gerade BS bezüglich AÄ. 

Auch sieht man leicht, dass alle die, durch die verschie- 
denen Punkte der Geraden AÄ senkrecht zu den Geschwin- 
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digkeiten dieser Punkte gelegteu Ebenen durch JB^ gehen, 
nnd umgekehrt, dass alle, durch die verschiedenen Punkte der 
Geraden Bß senkrecht zu den Oeschwindigkeiten dieser Punkte 
gelegten Ebenen durch ÄÄ hindurchgehen. Wegen dieser 
Reciprocität der Geraden ÄÄ und BS zu einander nennt 
Chasles sie cotijugirt. Er hat gezeigt, dasa die Geschwin- 
digkeiten der Punkte jeder dieser Geraden Rotation sgesch win- 
digkeiten um die andere sind. Um sich hiervon zu überzeugen, 
nehme man an, dass AB und A'B" auf BJff senkrecht stehen; 
die Läpgen AS und A'B" seien r und r. Da das geometriaclie 
Product rr unveränderlich ist, so gilt die Gleichung (5) %. 127: 

ßr -j- /J'r ^ ar -(- a'r, 
wo 

f=AF-{- WB und 7 = ZB - WB; 
hiermit wird: 

^' + ^ = ß.A'B - ßTWB + JTÄW + '^TFS 
Da aber ß auf A'B und /f auf AB' senkrecht stehen, 
so ist: 

ß.A'B = und ß; .AB ^ 0; 
wegen der Uu Veränderlichkeit von BJff muss aber 

YTBB — ß.B'B 
sein; daher wird ßr -{- ßir = und folglich 

ar -j- cc'r = 0, 

d. h. 

ar cos (r Dt) -|- a'r cos (ra) = 0. (a) 

Diese Gleichimg verlangt, dass cos (ra) und cos {ra) ent- 
gegengesetzte Zeichen haben, d. h. dass von den Winkeln 
(r'a) und (ra) der eine spitz, der andere stumpf sei. Verlegt 
man r, r, a und a' an einen und denselben Punkt, indem 
man sie durch geometrisch gleiche Strecken ersetzt, so zeigt 
sich, dass die Summe der Winkel (/o) und (ra') 180* betragt^ 
und dass also cos (/«)=■ — cos(ra') ist; die Gleichung (a) 
wird dadurch 

ar — a'r ^0 oder a :r = a' :r' 
und sagt aus, dass die Geschwindigkeiten der verschiedenen 
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Punkte der Geradem ÄA' den Entfernungen dieser Punkte 
TOB der conjugirten Geraden BB' proportional aind. 

Ausserdem kann man aus der Gleichheit der Winkel (aa) 
und (rr) schlieasen, (wie in §. 129), dasa die Geschwindigkeiten 
a nnd a denselben Sinn haben für einen Beobachter, der sich 
an BB" anlehnt und auf die Punkte A und A' hinschaut. 
Folglich lassen sich aUe Geschwindigkeiten der verschiedenen JPunkte 
der Geraden AÄ durch eine Botationshewegung wm die conjugirte 
Gerade hervorbringen, mit einer Winkelgeschtvindigheit gleich dem 
gemeinsamen Verhälfniss jeder Geschwindigheit zu dem Abstand 
des ents^echenden Punktes von der conjugirten Geraden. 

Ebenso lässt sit^ zeigen, dass alle Geschwindigkeiten der 
Punkte der Geraden BB dnrch eine Rotation um AA' her- 
TOi^ebracht werden können, mit einer Winkelgeschwindigkeit 
gleich dem gemeinsamen Verhältniss jeder Geschwindigkeit zu 
dem Abstand des entsprechenden Punktes von der Geraden 
AA'. Die Winkelgeschwindigkeit der ersten Eotation kann ■ 
man (nach der Festsetzung des §. 36) durch eine auf der 
Geraden BB" aufgetretenen Länge a darstellen und die Winkel- 
geschwindigkeit der zweiten Rotation durch eine auf AA' 
aufgetragene Länge b. Die Grosse und Richtung von a und 
b bestimmen das ganze System der gegebenen Geschwindig- 
keiten (v, v', «",-■■) Tollkommen; denn man braucht dazu nur 
die Geschwindigkeiten dreier Punkte, z. ß. A, A' und B zu 
kennen, und diese Geschwindigkeiten lassen sich bestimmen, 
sowie a und b bekannt sind. Also kann man ein geg^enes 
Gesehiffindigkeitssystem (v, v', v", ■•■) als zusammengesetzt betrachten 
aus einem System v<m Sotaiionsgeschwindigkeiten um eine be- 
U^nge Gerade urtd einem System von Motationsgeschwindigketten 
um die XU der ersteren conjugirte Gerade:, mithin lässt sich es« 
gegd>enes Geschwindigkeitssystem durch eine Bewegung hervor- 
bringen, die aus (fem BotaÜonen um irgend zwei eor^jugirte Gerade 
msammengesetzt ist. 

134. AndererBeits lässt sich, wie wir oben gesehen haben, 
ein gegebenes Geachwindigkeitsaystem durch eine gewisse 
Schranbenbewegnng erzeugen; folglich müssen die Winkel- 
geschwindigkeiten a und b zur Bestimmung der Elemente dieser 
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Schranbenbewegung , d. b. deren Winkel gescb windigkeit o 
und der zu o parallelen Translationsgescli windigkeit ff bin- 
reicbend sein. 

Um dies darzothun, kann man die Metbode beontzen, nach 
der in g. 126 (4. Fall) die Elemente der Scbraubenbewegung 
einer Geraden bestimmt wurden. 

Ea sei MN =- m (Fig. 54, S. 283) das gemeinschaftliche 
Perpendikel der conjugirten Geraden AA' und BJB', d. h. ihr 
kürzester Abstand; NN' die Winkelgescbwindigkeit a, MM' 
die Winkelgeschwindigkeit b , MK = a die Geschwindigkeit 
des Punktes M und NE = ß die des Punktes N. Da die 
Geschwindigkeiten a und ß auf der Geraden senkrecht stehen, 
so können alle Geschwindigkeiten dieser Geraden, wie wir in 
§. 126 (4. Fall) gesehen haben, durch eine Schraub enbewegung 
erzeugt werden, die sich folgend er massen bestimmt. Man ziehe 
durch den Endpunkt der Geschwindigkeit ß eine Strecke EF, 
gleich und entgegengesetzt a, ferner die Verbindungslinien 
NF und FM, die auf NF senkrechte ED und die zu FM 
parallele Linie SO; dadurch erhält man den Punkt 0, dessen 
Geschwindigkeit die Translationsgeschwindigkeit der gesuchten 
Schraubenbewegung ist Diese Geschwindigkeit ist geometrisch 
gleich der Geraden DE; bezeichnen wir sie mit ff und stellen 
wir sie durch die Strecke OL = DE dar. Die Richtung OL 
ist die ßotationsaxe; die Winkelgeschwindigkeit dieser Ro- 
tation aber ist gleich dem Verhältniss -j™ ; wir bezeichnen sie 

mit a und stellen sie durch eine, auf der Rotationsase auf- 
getragene Strecke OH dar. Es bleibt noch zu beweisen, dass 
die durch die Translationsgeschwindigkeit ff und die Rotations- 
geschwindigkeit ta bestimmte Schraubenbewegung der Geraden 
MN dtLB System der gegebenen Geschwindigkeiten (v,v',v",---^ 
erzeugen kann. 

Zu diesem Zwecke zerlegen wir (nach Lehrsatz 2) dieses 
System in ein System von Rotationsgeschwindigkeiten um den 
Punkt und in ein System von Translationsgeschwindigkeiten 
mit der gemeinsamen Geschwindigkeit ff und zeigen dann, dass 
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die auf der Momentanaxe aofgetrageße Winkelgeschwindigkeit 
des Kotati onssystems ra ist. Zieht man durch den Punkt 
die Strecken OP = cc, OQ = ß und OB geometrisch gleich 
der Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes der Geraden AA', 
so sieht man, dass die Ebene MOP auf der Geraden Sff 
senkrecht steht; denn alle Geschwindigkeiten der Punkte von 
AA' sind zu BB" senkrecht; folglich geht diese Ebene durch 
MK Da aber OP und OB überdies (nach §. 126, Folg. 1) 
eine gemeinschaftliche Projeetion auf AA' haben, so ist PR 
senkrecht auf AA'; mitbin ist PB parallel zu MN und des- 
halb senkrecht auf der Ebene POQ. Hieraus folgt, dass OS, 
weil senkrecht auf PQ, auch auf der Ebene BPQ, die durch 
die Endpunkte der drei Geschwindigkeiten OQ, OP, OR geht, 
senkrecht steht. Diese Eigenschaft besitzt aber nur die Mo- 
mentanaxe des Systems der itotationsgeschwiudigkeiten um 
den Punkt 0. Da -N\D = ß — 0\mäNO senkrecht auf OH^ 
so ist das Verhältniss ^jf die Winkelgeschwindigkeit "des Sy- 
stems der Rotationsgeschwindigkeiten; dieses Verhältniss ist 
der Winkelgeschwindigkeit to der Kotation der Geraden MN 
gleich. Also ist die Schraubenbewegnng der Geraden MN 
eine solche, die . das System der gegebenen Geschwindigkeiten 
erzeugt. 

136. Die Winkelgeschwindigkeit to der Schranbenbetuegung 
■ist die geometrische Summe der Wir>}cek/eschumdigkeil&t a und b 
der Rotationen um meei conjvgirte Axen. 

Beweis. Trägt man OG = b auf und zieht GH, so er- 
hält man ein dem Dreieck OQP ähnliches Dreieck OGS; 
denn OG ist senkrecht auf OQ, OB senkrecht auf PQ und 
es ist OQ:OG = PQ: OH = «; also ist GH senkrecht auf 
OP und OP:GS=u; hiermit wird 

GH •= — = — = o und m ^ a -\-h. 
Beachtet man, dass 

a = o«, ^ = 6m und ^ (aß) = 180» — ^ (ab), 
so ei^ebt sich aus den Formebi (2) und (3) §. 126: 
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ra == [d* + Ä* + 2ab coü (ab)]i, 

[a» + 6' + 2a6co3(a6)ji' 
4-NO= «6[6 + "C08("6)] 
31 -"" a' + b* + iab cos (06) ■ 

Auf diese Weise bestimmen sich alle Elemente der Schrauben- 
befregung aas den gegebenen Winkelgescbwindigkeiteu a und b. 

136. Aus den Formeln, des vorigen Paragraplien folgt: 

aa = uabsia(ab). (8) 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nlchte anderes als 
das Volumen eiaea Parallelepipedons, dessen Grundfläche ein 
aus c und b construirtes Parallelogramm und dessen Höhe u 
ist. Dieses Volumen ist sechsmal so gross als das des Te- 
traeders AB'A'B (F^- 55), dessen gegenüberliegende Kanten 
Fig 55. ^-^ "^^ ■^•^' ^^ *"*^ ^^^ resp. Axen auf- 

-^y:;— — -5^' getrageneu Winkelgeschwindigkeiten a und b 
■ \ '■,// sind; dabei können die Punkte A und B will- 
\/^-^^ kiirlich auf diesen Axen gewählt werden. Man 
" hat daher den Satz: 

Das VolwnMfA eines Tetraeders, dessen gegenüberliegende 
Kanten die Winkelgeschwindigkeiten aweier Rotationen sind, die 
das gegebene Geschmndigkeitssystem hervorbringen lähmen, hat 
einen constanten Werth, d. h. es hat denselben Werth für jedes 
Paar congruirter Geraden.*) 

137. Man sieht ans dem Vorhergehenden, dass die Gerade, 
in der der kürzeste Abstand MN der beiden conjngirten Ge- 
raden liegt, die Centralaxe schneidet. Anf diese Eigenschaft 
gründet sich folgende, von Chasles gegebene Construction 
der Centralaxe. 

Man wähle drei, nicht in gerader Linie liegende System- 
punkte A, B, C und construire die zu AB conjugirte 
Gerade A'B', sowie die zu AC conji^irte A'O'; dann suche 
man den käreesten Abstand DD' der Geraden AB" und 
A'B', sowie den kürzesten Abstand EE' von AC und 
A'C, endlieh noch den kürzesten Abstand zwischen DJ/ 
und EE'^ die Richtung dieses letzteren ist die Centralaxe. 
*) Dieser Säte Ut von Chaeles. 
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(Diese Conatruction hat einen Vorzug Tor der in §. 130 ge- 
gebenen; denn sie setzt nur die Richtung der Geschwindig- 
keiten dreier Punkte ala bekannt voraus; 'die Grösse der Ge- 
schwindigkeiten kommt dabei nicht in Betracht. 

138. Wir fQgen hier einige Bemerkungen Über gewisse 
Bpecielle Lagen der conjugirten Geraden bei, 

1} Ist die Gerade AÄ der Centralaxe parallel, so sind 
die Geschwindigkeiten ihrer Punkt«, wie wir oben gesehen, 
einander geometrisch gleich; legt man also durch diese Punkte 
Ebenen senkrecht zu den entsprechenden Geschwindigkeiten, 
60 sind diese Ebenen sämmtlich parallel; also ^Ut in diesem 
Falle die conjugirte Gerade B^ ins Unendliche, Die Rotation 
um jBjB' ist durch eine Translation ersetzt, und die Rotation 
um AÄ^ hat eine Winkelgeschwindigkeit, die der Winkel- 
geschwindigkeit o der Schraubenbewegung geometrisch gleich ist. 

2) Ist die Gerade AÄ zu der Geschwindigkeit eines ihrer 
Punkte senkrecht, so steht sie auch auf den Geschwindigkeiten 
aller ihrer anderen Punkte senkrecht (§. 126, Folg. 2), und 
daher gehen alle Ebenen, die durch die Punkte von AÄ gehen 
und auf den entsprechenden Geschwindigkeiten senkrecht stehen, 
durch AÄ hindurch; somit ist in diesem Falle die Gerade AÄ 
sich selbst conjugirt. Gleichwohl kann man die Gerade AÄ 
nicht als die zusammenfallenden Axen zweier Rotationen be- 
trachten, die das gegebene Geschwindigkeitssjstem herror- 
zubringen yermögen. 

3) Ist das gegebene Gesehwindigkeitssystem ein rota- 
torisches, so ist die Momentanaxe der Rotation jeder geraden 
Linie conjugirt. Da aber die Geschwindigkeiten ihrer Punkte 
Null sind, so ist die Winkelgeschwindigkeit der Rotation um 
jede zu ihr conjugirte Gerade gleich Null. 

4) Im Falle der Schraubenbenegung können zwei conjugirte 
Gerade nicht in derselben Ebene liegen. Wenn sie sich nämlich 
schneiden würden, so wäre die Geschwindigkeit ihres Schnitt- 
punktes gleich Null, was bei einer Schräubenhewegung nicht 
möglich ist. Wenn sie aber parallel wären, so müssten die 
Geschwindigkeiten aller ihrer Punkte auf ihrer Ebene senk- 
recht stehen, und ausserdem mUssten die Geschwindigkeiten 
der Punkte jeder der beiden Geraden einander gleich sein; 
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dies kann jedoch nur in einem rotatorischen oder trans-j 
latorischen Systeme der Fall sein. 

139. In eirtem gegebenen Geschwindigkeitsaysteme 
(t>, v, v", ■ ■ ■) bestimmt jeder Punkt m mit seiner Geschwin- 
digkeit V die Ebene P, die durch m geht und zu t; senkrecht 
ist. Denjenigen Punkt einer Ebene, dessen Geschwindigkeit 
auf der Ebene senkrecht steht, nennt man den l^itdlpiinkt der 
Ebene;*) es ist also m der Nullpunkt der Ebene P. Somit 
ist durch das gegebene Geschwindigkeitssystem ein System 
von Ebenen (P, P", P", ■ ■ ■) bestimmt, deren Nullpunkte die die 
gegebenen Geschwindigkeiten besitzenden Punkt« (w, m', m", ■ ■ •) 
sind. Die Ebenen P, P', P", ■ ■ ■ stellen ein gewisses Gebilde 
dar, das mit dem durch das System der Nullpunkte m, m', m", ■ ■ ■ 
bestimmten Gebilde in polarer Beziehung steht; d. h. die beiden 
Gebilde stehen in einer derartigen Abhängigkeit von einander, 
dasa einem Punkte des einen Gebildes im anderen eine Ebene 
entspricht. Daher entspricht der geraden Verbindungslinie 
zweier Punkte des einen Gebildes im anderen die Schnittlinie 
der jenen Punkten entsprechenden Ebenen;, einer Fläche, welche 
Punkte des einen Gebildes enthält, entspricht im anderen die 
Fläche, welche die Enveloppe der jenen Punkten entsprechenden 
Ebenen ist. Jedes Paar einander in den beiden Gebilden ent- 
sprechender, nicht zusammenfallender Geraden repriisentirt ein 
Paar conjugirter Axen für zwei Rotationsbewegungen, durch 
, welche das System der gegebenen Geschwindigkeiten erzeugt 
werden kann. In der That, aus der Definition- der conjugirten 
Geraden folgt, dass die Ebenen P und P*, deren Nullpunkte 
m und m' sind, sich in der zu mm' conjugirten Geraden 
schneiden. Sind nun fi Tind [t zwei Punkte in der Schnitt- 
linie der Ebenen P und P", so sind die Geraden nifi und m' (i 
senkrecht auf der Geschwindigkeit des Punktes ft; folglich ist 
der Punkt fi der Nullpunkt der Ebene tiiftm'. Ebenso ist (t 
der Nullpunkt der Ebene mfim'. Also entspricht die Gerade 
mm der Geraden (ifi und ist ihr conjugirt 



•) Nach MöbiuB; der Verfasser bedient sich der von CbasleB ein- 
gefäbrUa Bezeichnnng Brennpunkt (foyer). 

Anm. d. üebera. 
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Den Nullpunkt jeder gegebenen Ebene P kann matt leicht 
auf folgende Weise finden. Man wählt in der Ebene P zwei 
Funkte A und S, kgt durch dieselben die Ebenen Q und R 
senkrecht zu den Geschwindigkeiten jener Punkte und bestimmt 
den Schnittpunkt der drei Ebenen P, Q, R. Derselbe ist der 
Nullpunkt der Ebene P; denn seine Geschwindigkeit musB 
senkrecht stehen auf den beiden Geraden, in denen die Ebene 
P die Ebenen Q und R schneidet (§. 126, Folg. 2). 

Der Nullpunkt der Ebene P hat eine unbestimmte Lage, 
wenn die Geschwindigkeiten aller Punkte der Ebene P auf 
ihr senkrecht stehen. Die Ebene P hat keinen Nullpunkt, 
wenn die Geschwindigkeiten aller ihrer Punkte einander geo- 
metrisch gleich und gegen die Ebene geneigt sind. 

In einer g^ebenen Ebene P giebt es im allgemeinen eine 
Gerade, deren Punkte Geschwindigkeiten besitzen, die ins- ' 
gesammt in die Ebene P fallen. Hiervon kann man sich 
folgende rmas Ben leicht überzeugen. Man errichte auf der Ebene 
P in ihrem Nullpunkte »t ein Perpendikel und lege durch 
ii^end einen Punkt m desselben eine Ebene P", die ihren 
Nullpunkt in m' hat, d. h. eine Ebene, die auf der Geschwin- 
digkeit des Punktes m senkrecht steht. Die Schnittlinie der 
Ebenen P und P" ist die zu mm' conjugirte Gerade; folg- 
lich ist die Geschwindigkeit jedes ihrer Punkte (i auf der 
Ebene mum senkrecht und liegt daher in der Ebene P. Die 
Gerade PP", welche die Eigenschaft hat, dass die Geschwindig- 
keiten ihrer Funkte in der Ebene P liegen, hat Chasles die 
Charakteristik der Ebene P genannt. Da die Charakteristik 
der Ebene P und die im Nullpunkte auf der Ebene errichtete 
Senkrechte conjugirte Gerade sind, so hinn das gegebene Ge- 
sehwindigkeitssyst&n (v, v, «"••■) durch eine Bewegung hervor- 
gebracht werden, die zusammengesetzt ist atis einer RoiatUm um 
die Charakteristik einer beiidiigen Uhene und aus einer Rotation 
um die im Nullpunkte auf dieser Ebene errichtete Smkreckte. 
Die letztere Bewegung bewirkt ein Gleiten der Ebene P längs 
ihrer ursprünglichen Lage. 

Eine Ebene hat keine Charakteristik, wenn die Geschwin- 
digkeiten aller ihrer Punkte einander geometrisch gleich sind 
nnd nicht in der Ebene liegen; in diesem Falle liegt die 
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Charakteristik im Unendlichen. Wenn die Geschwindigkeiten 
der Punkte der Ebene P auf der Ebene senkrecht stehen, aber 
nicht gleich sind, so ist das Geschwindigkeitssjstem ein Ro- 
tationssjstem um eine Momentanase , die in der Ebene P 
liegt und die Stelle der Charakteristik vertritt. Sie läsät sich 
Jadurch bestimmen, dass man die Ebene P mit den geraden 
Yerbindungalinien der Endpunkte ungleicher Geschwindigkeiten 
schneidet (s. §. 126, Fall 3). 

140. Jede in der Ebene P durch den Nullpunkt m ge- 
zogene Gerade L hat die Eigenschaft, dass sie auf den Ge- 
schwindigkeiten aller ihrer Punkte senkrecht steht (§. 126, 
Folg, 2); daher hat jede Gerade L, die zwei coDJngirte Gerade 
D und ^ schneidet, dieselbe Eigenschaft; denn ihr Schnitt- 
punkt mit D ist der Nullpunkt der durch L und J gehenden 
Ebene. 

Auf Grund dieser Eigenschaft lässt sich die Normalebene 
einer Curve construiren, die von irgend einem Punkte m eines 
unveränderlichen Systems bei ii^end einer möglieben Bewegung 
desselben beschrieben wird; dies geschieht folgendennassen. 
Man bestimme zwei Paare conjugirter Geraden (Z), .4} und 
(ly, ^f) (was immer möglich ist, wenn man die Richtungen 
der Geschwindigkeiten dreier Punkte kennt, d. h. die Richtungen 
der Tangenten an die Tr^ectorien dieser Punkte, s. §, 137) 
und ziehe durch m eine Gerade X, welche D und ^ schneidet 
und eine Gerade L', die D' und ^ schneidet; die Ebene der 
Geraden L und L' ist die gesuchte Normalebene der Tra- 
jectorie des Punktes m. Das auf dieser Ebene errichtete Per- 
pendikel ist somit die Tangente der Trajectorie. 

Aus dieser Eigenschaft folgt auch, dass zwei Paare con- 
jugirter Geraden (D, ^) und (I/, jf) die vier Erzeugenden 
eines und desselben geradlinigen Hyperboloids sind, das durch 
die Bewegung einer Geraden L längs dreier von diesen vier 
Geraden, z. B. längs der drei Geraden D, /i und Pf, erzeugt 
werden kann. Die Geschwindigkeit des Schnittpunktes der 
Geraden L und TJ ist nämlich senkrecht auf X, weil h die 
beiden conjugirten Geraden P> und ^ schneidet; dieselbe ist 
aber auch senkrecht auf der zu TJ conjugirten Geraden /f^ 
weil sie eine Rotationsgeschwindigkeit um ^ ist Hierzu ist 
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aber erforderlich, dasB die Gerade L in derselben Ebene mit 
A liegt; folglich gleitet die Gerade L, bei ihrer Bewegung 
längs den Leitlinien D, A, 1/ zugleich längs A hin und es 
liegt daher /f auf dem durch die Bewegung von L erzeugten 
Hyperboloid. 

Aus den Eigenschaften der conjugirten Geraden, der Null- 
punkte und Charakteristiken von Ebenen ergeben sich viele 
andere beraerkenswerthe geometrische Sätze, die man in der 
Abhandlung von Chaales: „Proprietes geometriques relatives 
au mouvement infiniment petit d'uu Corps solide libre" (Com- 
ptes rendus 1843) und in der Abhandlung von Mannheim: 
„Etudea sur le deplacement d'une figure de forme invariable" 
(Memoires presentes par divers savants ä l'inatitut imperial 
de France T. XX) findet. 

141. In §, 123 ist gezeigt worden, dass zwei Systeme 
möglicher Geschwindigkeiten sich zu einem einzigen Systeme 
möglicher Geschwindigkeiten zusammensetzen lassen; sind also 
(«, ((', m", - ■ ■) und (v, V , v", ■ ■ -) zwei Systeme möglicher Ge- 
schwindigkeiten eines freien unveränderlichen Punktsystems 
im, m, m", ■ ■ ■), so liefern die geometrischen Sui 



w = u -\- V, «!'==«'-{- «', m" = m" + v" - - - 
ein neues System möglicher Geschwindigkeiten derselben Punkte. 
Aus drei Geschwindigkeiten w, w', w", die drei nicht in einer 
Geraden liegenden Punkte m, m, m" angehören, kann man, 
wie oben gezeigt wurde, eine Schraubenbewegung finden, welche 
das ganze System der resultirenden Geschwindigkeiten (w, 
10 , w", ■■■) zu erzeugen vermag. In speciellen Fällen reducirt 
sich diese Bewegung entweder auf eine Translation oder auf 
eine Kotation allein. Der erste Fall tritt ein, wenn die drei 
Geschwindigkeiten einander geometrisch gleich sind; der zweite 
dann, wenn die Ebenen, deren Nullpunkte m, m, m" sind, 
sich in einer und derselben Geraden schneiden, d. h. wenn die 
Geraden mm', mm" und m'm" eine gemeinschaftliche conjugjrte 
Gerade haben. Diese letztere ist dann die Momentanaxe des 
Systems von Rotationsgeschwindigkeiten (w, w, w" , • ■ ■). Ein 
solches Geschwindigkeitssystem ist auch dann ein rotatorisches, 
wenn die Punkte tn, m', m" die Nullpunkte einer und derselben 
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Ebene mm'm" und die Geschwindigkeiten tv, w , w" nicht geo- 
metrisch gleich sind. In diesem Falle liegt die Momentanaxe 
der Rotation in der Ebene mm'm" und ist durch die Schnitt- 
punkte derselben mit den die Endpunkte der Geschwindigkeiten 
w, w, w" verbindenden Geraden bestimmt. 

Sind die beiden ursprünglichen Gesell windigkeita Systeme 
(«, «', »",■■■) "nii ("i "'i "",-■■) translatoriache, so ist auch 
das aus ihnen resultirende System {w, w, w", ■■■) ein trans- 
latorisches. Ist dagegen eins der ursprünglichen Systeme ein 
Translations-, das andere ein Kotationssystem, so wird das re- 
sultirende System entweder eine Schraubenbewegung oder nur 
eine Rotation; dabei ist die Centralaxe im ersten Falle und 
die Momentanaxe der Rotation im zweiten parallel der Mo- 
mentanaxe des ursprünglichen Rotationssystems, und die Winkel- 
geschwindigkeiten beider Syst«me sind einander geometrisch 
gleich. 

142. Betrachten wir nun speciell die Zusammensetzung 
zweier Systeme von Rotationsgeschwindigkeiten; dabei seien 
ihre momentanen Winkelgeschwindigkeiten a und h gegeben 
und als Längen in bekannter Weise auf den entsprechenden 
Rotationsaxen aufgetragen. Es bieten sieb hier folgende Einzel- 
falle dar. 

1) Die Winkelgeschwindigkeiten a und b liegen nickt in einer 

Ebene, Dann kann man die Geraden a und b als ein Paar 

conjugirter Geraden des resultirenden Geschwindigkeitssystemes 

ansehen; nach §. 135 lassen sich dann die Elemente derjenigen 

p. jg Schraubenbewegung bestimmen, welche 

Vdas Geschwindigkeitseystem (w, w', w",*--) 
erzeugen kann. 
/^> 2) Die Winkelgesckwindigkeiten a und b 

s,^--^' ■> liegen in einer Ebene und schneiden sidt. 
\\\ yj',,-^ ' Dd Schnittpunkt kann man dabei als den 
_pV^; Anfangspunkt von a und 6 ansehen. 

\\ Es sei (Fig. 56) "ÖP= ö und ~Öq=^. 

Dann ist die Winkelgeschwindigkeil des 
restdUraiden Spstems (w, w', w", ■ ■ ■) die geometrische Summe 
der WiihkelgeschwindigkeUen a und b. 
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Bewäs. Für jeden Punkt m der Dbene POQ sind die 
Geschwindigkeitscomponenten u und v auf dieser Ebene senk- 
recht, nnd deshalb ist auch ihre geometrische Summe w^u-{-v 
auf derselben Ebene senkrecht. Stehen aber die Geschwindig- 
keiten aller Punkte einer Ebene senkrecht auf der Ebene, so 
ist das ganze Geschwindigkeitssystem (nach §. 139) entweder 
ein Translationssystem (wenn nämlich die Geschwindigkeiten 
aEer Punkte der Ebene einander geometrisch gleich sind), oder 
ein RotationssjsteiD (wenn die Geschwindigkeiten nicht alle 
einander gleich sind). Im vorliegenden Falle ist die Geschwin- 
digkeit des Punktes gleich Null; folglich ist das System 
(w, w, «*",■■■) ein rotatorisches. Die Momentanaxe desselben . 
muss durch den Punkt gehen und in der Ebene FOQ liegen, 
da diese Ebene auf den Geschwindigkeiten aller in ihr ent- 
haltenen Punkten senkrecht steht Um die Richtung dieser 
Geraden zu bestimmen, muss man noch einen ihrer Punkte 
suchen. Man erhält einen solchen in dem Schnittpunkte der 
Ebene POQ mit der geraden Verbindungslinie der Endpunkte 
der Geschwindigkeiten irgend zweier Punkte dieser Ebene, 
deren Geschwindigkeiten nicht geometrisch gleich sind. 

Betrachten wir nun die Punkte P und Q und bezeichnen 
wir ihre Geschwindigkeiten bei der resultirenden Bewegung 
mit w und w. Da P auf der Momentanaxe a liegt, so ist 
seine Geschwindigkeit bei der Rotationsbewegung um diese 
Gerade gleich Null; deshalb ist w die Geschwindigkeit des 
Punktes F bei der Rotation um die Axe i und also gleich 
dem Producte aus OQ in die auf OQ gefällte Senkrechte PD, 
d. h, gleich der Fläche des Parallelogramms OFRQ, das sich 
über OP und OQ construiren lässt. Ebenso findet man, dass 
w gleich der Fläche desselben Parallelogramms ist. Somit 
sind tv und w einander gleich; sie sind überdies von ent- 
gegengesetzter Richtung; die ihre Endpunkte verbindende Ge- 
rade schneidet daher die Ebene POQ und der Schnittpunkt 
C halbirt die Strecke PQ. Man sieht hieraus, dass die Mo- 
mentanaxe des Systems {w, w', w", ■ • ■) die Diagouale OR des 
Parallelogramms POQB ist. 

Bezeichnet nun c die Winkelgeschwindigkeit des resul- 
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tirenden Geschwindiglteitssyatema und FE das Perpendikel auf 
OR, so ist w = c-PE. Wir haben aber eben gesehen, daas 
w gleich der Fläche des Parallel ogrammB OFItQ ist, die durch 
das Product OJ£-P£ dargestellt wird; folglich ist c-FE== OB-PE, 
d. h. c => OR. Da die Rotationen um diä Äxen OQ und OR, 
wie die Richtung der Geschwindigkeit w zeigt, in demselben 
Sinne erfolgen, so muas c auf der Momentanaxe Ton nach R 
hin aufgetragen werden. Mithin stellt die Diagonale OR oder 
die geometrische Summe 0P+ OQ die Grösse und Richtung 
der Winkelgeschwindigkeit des resultirenden' Systems (w, k, 
w", • ■ ■) dar. 

3) ZWe Winkelgesckwindigkeiten a und b sind paraUel und 
von gleichem Sinne. 

In diesem Falle ist das resulHrende System (w, tv', w", ■"') 
ein rotatorisches; die Momentanaxe ist den Geraden a und i 
pardUel; ihre Abstände von diesen beiden Geraden sind de» 
Grössen a und b umgekehrt proportional, und die Winketgesdimn- 
digheit des resultirend^i Systems ist gleich der Summe a -j- J 
und von demselben Sinne mit a und 6, 

Beweis. Wie im vorhei^ehenden Falle, so sind auch bier 
die resultirenden Geschwindigkeiten aller in der £)bene der 
Geraden a und b gelegenen Punkte auf dieser Ebene senkreclit 
und nicht alle geometrisch gleich; die Geschwindigkeiten der 
Geraden a z, B. sind nach der einen Seite der Ebene gerichtet, 
die der Geraden b nach der andern; somit ist das resultirende 
System (w, w, w", ■•■) ein Rotationssystem um eine in der 
Ebene der Geraden a und b liegende Ase. 

Ea sei (Fig. 57) ÖP=ä, VQ^b, ^B das gemein- 
schaftliche Perpendikel dieser beiden Geraden, w die Geschwin- 
Fig, sj. digkeit des Punktes A und vf die des 

0<-3r "P Punktes B. Zieht man eine Gerade 

ff -- — — -Ä durch die Endpunkte der Geschwindig- 

9',_i *ff keiten w und w und bestimmt ihren 

Schnittpunkt mit der Geraden AB, bo 
erhält man einen Punkt C, dessen Geschwindigkeit gleich 
Null ist und der daher auf der Momentanaxe liegt. 
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Da CA ; GB ^ w: w und ausserdem w = fe • AB und 
to'm=a-AB ist, 80 folgt: 

CA:CB = h:a; 
folglicli theilt der Punkt C die Strecke AB im umgekehrten 
Verhältniss der Winkelgeschwindigkeiten a und h. Dieselbe 
Eigenschaft hat jeder Punkt der zu OB und (/Q parallelen, 
durch C gehenden Geraden CB\ daher ist CR die Momentan- 
axe des Geschwindigkeitssjstems (w, w, mj", ■■•). 

Die Rotation um diese Axe muss denselben Sinn haben, 
wie die Rotationen um a und b, was aus den Geschwindig- 
keiten der Punkte A und B zu sehen ist. Bedeutet c die 
Grosse der Winkelgeschwindigkeit der Rotation um CB, so 
hat man för den Punkt A die Relation w ^ c-AC\ anderer- 
seits ist aber w = h-AB; folglich ist c-AC=^ b-AB. Ebenso 
findet man, dass c- BC^a-AB. Äddirt man diese Gleichungen, 
so folgt: c(AC + CS) '='{a-\-b; AB, oder c ^a + b. Also 
ist die Winkelgeschwindigkeit c gleich der Summe der Winkel- 
geschwindigkeiten a und b und von demselben Sinne mit ihnen. 

4) Die Winkdgesdtwindigkeitert a imd h sind pareäld, von 
entgegengesetztem Sinne und ungleich. 

Bann ist das restdUrende Sj/stem (w, w, w", • • ■) ^>enso 
wie im vorigen Falle ein Eoiationssystem; seine Momentemaxe 
ist den Geraden a und b parallel; die Abstände dieser Axe von 
a und b sind den Grössen a «nd b umgekehrt proportional, die 
Winkelgeschwindigkeit ist gleich der Differenz von a und b und 
stimmt MM Sinne mit der grösseren der beiden Componenten 
iibm-ein. 

feims. Man findet, wie in den vorhergehenden Fällen, 
dass die resultirenden Geschwindigkeiten der in der Ebene der 
Geraden a und b liegenden Punkte auf dieser Ebene senk- 
recht 'stehen; ausserdem sind die Geschwindigkeiten der Punkte 
der Geraden a und b einander nicht gleich, aber YOn demselben 
Siime; es ist daher (w, vf, w", •*■} ^iii Rotationasjstem mit 
einer in der Ebene der Geraden a und b liegenden Äse, 

Es sei nun (Fig. 58) a>b, ~ÖB = a,GQ = b, AB das 
gemeinschaftliche Perpendikel zwischen OP und OQ, w nnd 
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w die GeBchwindigkeiteo der Punkte Ä und JS. Da w = b-AB, 
vf ^a- ÄJB und 6 < o, so ist mj < w'; folglich schneidet die 
Verbind uDgalinie der Endpunkte von w und w die Verlängerung 
der Gieraden ^B in einem Punkte C, dessen Geschwindigkeit 
FiB M gleich Null sein muss. Ferner ist CA : OB «= 
P , ji ^ w: uf ^h: a, d. h. die Abstände CA und 
g \ , p CB sind den Grössen a und 6 umgekehrt pro- 

; portional. Dieselbe Eigenschaft hat jeder Punkt 

- ■ a' der zu OP parallelen Geraden CB; folglich ist 
CR die Momentanaxe des resultirenden Ge- 
scbwindigkeitBsystems. Bezeichnet c die Winkelgeschwindig- 
keit der Botation um diese Axe, so ist: 

c-BC=aAB und c-AC=b-AB, 
woraus folgt: 

c{BC - AC) = (a — b)-AB oder c -^ a ~ h. 
Endlich muss die Rotation um CR denselben Sinn haben, 
wie die um OB. Also ist die auf der Axe CR aufzutragende 
Winkelgeschwindigkeit e gleich der Differenz der Winkel- 
geschwindigkeiten a und b .und hat denselben Sinn wie die 
grössere von ihnen. 

5) Die Winkelgeschmndykeiten a und b sind parallel und 
glddi, cAer v&n entgegengesetztem Sinne. 

Bann ist das resuUirende System (w, w', w", • • -) ein fr««s- 
latorisches; die gemeimehaftlidie Geschmndigkeit ist senkrecht zu 
der Ebene der Geraden a und b und gleich dem I*roditcte aus 
der Winkelgesckunndigkeit a in den Abstand der Geraden a und b. 
Beweis. Es sei (Fig. 59) ÖP = o, Ö© = 6 und AB die 
gemeinsame Senkrechte auf beiden Geraden. In dem resul- 
rig 53 tirenden Systeme {w, vf, w", ■ • ■) ist die Ge- 

0- — r— — 'P schwindigfeeit w jedes Punktes der Geraden OB 
q , gleich b-AB und die Geschwindigkeit w' jedes 

Punktes von 0'§ gleich a-AB. Da abera = 6 
ist, so ist auch w =" tif. Femer haben diese Geschwindig- 
keiten dieselbe Richtung; sie stehen nämlich senkrecht auf 
der Ebene OPQO'. Man sieht also, da«s die Geschwindig- 
keiten aller Punkte der Ebene der Geraden a und b auf dieser 
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Ebene aeokrecht stehen, nach derselben Seite hin gerichtet 
und einer vinJ derselben Grösse a-AB gleich sind. Zwei 
gleiche, parallele und entgegengesetzt gerichtete Winkelgeschwin- 
digkeiten hat Poinsot ein Eotationspaar genannt Der Ab- 
stand AB der Winkelgeschwindigkeiten heisst der Arm des 
Paares. Aus dem Gesäten geht nun hervor, dass ein Mo- 
tationspaar ein translatorisckes System von Gesckmndigkeiten er- 
zeugt, dessen gemeinsame Gesckwindigiceit gleich ist dem Arm des 
Paar.es, multiplicirt mit der Winkelgest^windigheit. 

Umgekehrt: Jedes translaUrrische Geschwindigkeitssystem kann 
durch ein Botationspaar erzeugt werden, das in einer zu der ge- 
meinsamen Transhtionsgesckwindigkeit senkredden Ebene liegt. 
Dtä>ei sind die Winkelgeschwindiglieit und der Arm des Paares 
so zu nehmen, dass ihr Product gleich der Geschwindigkeit der 
IVansiation vnrd. 

Zwei, in derselben, oder in zwei parallelen Ebenen liegende 
Paare erzeugen ein und dasselbe System von Translations- 
gesch windigkeiten, wenn die Producte aus den Winkelgeschwin- 
digkeiten in die Arme gleich und die Geschwindigkeiten beider 
Paare von demselben Sione sind. 

Drei oder mehr'Sjsteme von Rotationsgeschwindigkeiten 
um einen und denselben Punkt von den Winkelgeschwindig- 
keiten CO, io', co", ■ ■ ■ lassen sich zu einem einzigen System von 
Rotationsgescbvdndigkeiten um dieselbe Ase zusammensetzen, 
mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich der geometrischen 
Summe w -(- ü>' -(- ro" + ■•■, Drei oder mehr Systeme von 
Rotationsgeschwindigkeiten mit den parallelen Winkelgeschwin- 
digkeiten m, et', ta",--- lassen sich in ein einz^es System von 
Winkelgeschwindigkeiten zusammensetzen, mit einer Winkel- 
geschwindigkeit, die ebenfalls der geometrischen Summe 
öj + 0)' -j- 0)" + " ■ gleich ist. Haben alle Geschwindigkeits- 
componenten denselben Sinn, so geht diese geometrische Summe 
■ in eine arithmetische über, nnd die Richtung der resultirenden 
Geschwindigkeit ist parallel und von gleichem Sinne mit den 
Componenten. Ilaben aber die Componenten m, w', »",■■• 
verschiedenen Sinn, so muss man, um die Grösse der resul- 
tirenden Winkelgeschwindigkeiten zu finden, die Summen der 
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Componenten des einen und des ajideren Sinnes bilden und 
die kleinere Summe von der grösseren subtrahireh; die Differenz 
ist die Grösse der resultirenden Winkelgeschwindigkeit. Sie 
ist allen Componenten w, et, o", ■-■ parallel und kat den 
Sinn derer, die die grössere Summe bilden. 

Die Lage dieser resultirenden Winkelgeschwindigkeiten lässt 
sich folgendermassen bestimmen. Man suche die L^e der 
Winkelgeschwindigkeit m -\- a , dann die Lage der aus 
to -\- ca und ro" resnltirenden Winkelgeschwindigkeit, n. b. £, 
bis man die Resultante aller Winkelgeschwindigkeiten erhält. 
Doch lässt sich, wie wir gleich zeigen werden, die Lage jener 
Resultante anch direct finden. 

Es seien (Fig. 60) A, Ä, Ä',--- die Spuren der Winkel- 
geschwindigkeitscomponenten in einer zu ihnen senkrechten 

Fig 60 Ebene, die Spur der resnltirenden Winkel- 

jr ge seh windigkeit, Ox und Oy zwei zu einander 

^ ^ . senkrechte Äsen, {x, y) {af, ^),--- die Co- 

\ ^-^ ordinalen der Punkte A, A',--- bezüglich dieser 

^L^ * Axen und ra, to', to", ■■■ die Werthe der Winkel- 

geschwindigkeitscomponenten, wobei diejenigen 
als positiv gerechnet werden mögen, welche die absolut grössere 
Summe geben; Überdiess wollen wir annehmen, dass die erste 
Componente w positiv sei. 

Denken wir uns nun diejenigen Geschwindigkeiten, die 
der Punkt haben würde, wenn er mit jeder der Winkel- 
geschwindigkeitscomponenten einzeln rotireu würde. Da die 
geometrische Summe dieser Geschwindigkeiten gleich Null sein 
soll, so muBs die Summe ihrer Projectionen auf die Äse Ox 
gleich Null sein. Die Geschwindigkeit OB des Punktes 
bei seiner Rotation um die durch A gehende Axe mit der 
Winkelgeschwindigkeit o ist a- AO und ihre Protection auf 
die Axe Ox ist: 

a-AO cos{BOx) = a-AO sin (AOx) = my. 

Ebenso findet man, dass die Rotationsgeschwiudigkeit des 
Punktes um die durch Ä gehende Axe gleich + a»' ■ AlO 
ist; ihre Projeetion auf die Axe Ox ist daher a ■ ^, welches 
Zeichen anch o' und y haben mögen. Dasselbe gilt von den 
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Projectionen der übrigen Rotati onsgesch windigkeiten dea Punktes 
0. Man Bchliesst hieraus, dass 

£ray = o)«/+o>V + o>"y" -\ = 0; 

diese Bedingung besteht für jede Richtung der Äxe Ox. Nennt 
man, wie dies gewöhnlich geschieht, das Product aus der 
Winkelgeschwindigkeit in ihren Abstand Ton dieser Äxe daa 
Moment in Bezug auf diese Äxe, so kann man sagen, dass diß 
aUfdyraische Summe der Momente aUer WinkelgeschudndigheHs- 
componenlen hesüglich jeder Äxe, die durch geht, gleicfi Null 
sein muss. Man hat hiemach auch: 

Zmx = (ax + lo'x -(-.■- =n 0. 
Gesetzt nun, es seien {x, y), {x, y'),--- die Coordinaten 
der Punkte A, A', -^', • ■ ■ in Bezug auf Axen, deren Ursprung 
nicht in liegt, und es seien a und ß die Coordinaten Ton 
0, so sind (a; — a, y^ß), (x' — a, y' — /3),--- die Coordinaten 
der Punkt« A, A', Ä', ■■■in Bezug auf die neuen Axen, und 
man hat nach dem Obigen: 

Sio (« — «) = 0, Ha (i/— /S) = 
oder: 

ßlTra = Hax, ßZo = Soy, (a) 

woraus für die Coordinaten des Punktes folgt: 

Sa X a Sw V 
«--ST' ^-ti- 

Ans den Gleichungen (a) sieht man, dass das Moment der re- 
sidtirenden Winkelgeschwindigheit Ha hegüglich irgend einer durch 
den Punkt gehenden Axe gleich der Summe der Momente aller 
Winkelgeschicindigkeitscomponenien iesüglich derselben Äxe ist. 

Hat man durch die Coordinaten a und ß die Lage des 
Punktes gefunden , so zieht man durch ihn eine Parallele 
zu den Winkel geschwindigkeitscomponenten und trl^ auf dieser 
Geraden die Grösse Sa auf, im Sinne der Componenten, welche 
in der Summe Zm das Zeichen + haben. 

143. Die hier entwickelten Eigenschaften der möglichen 
Geschwindigkeiten eines freien unveränderlichen Punktsystems 
lassen sich ebenso leicbt auch mit Hülfe der allgemeiuen 
Formeln für die Projectionen der Geschwindigkeiten auf drei 
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za einander rechtwinklige Äxen beweisen. Diäse von Üulei*) 
aufgeatellteB Formeln kann man auf folgende Weise erLilten. 

Man zerlegt das gegebene System der möglicIieD Ge- 
schwindigkeiten (v, v, v",—) in ein Rotationssjstem (tv,w',w",—) 
nm den Punkt 0, dessen Geschwindigkeit i ist und in ein 
Translations System von der gemeinsamen Geschwindigkeit k 
Dann wählt man drei zu einander rechtwinklige und mit den 
Punkten des Systems unveränderlich verbundene Coordinaien- 
axen Ox, Oy, Oz. Es seien nun a, ß, y die Projectionen der 
Geschwindigkeit h auf diese drei Axen; x, y, s die CoordinateD 
eines beliebigen Punktes jm; v^, Vy, v^ die Projectionen seiner 
Geschwindigkeit v; w^, Wg, w, die Projectionen der entsprechen- 
den Rotationsgeschwindigkeit w; A, B, C die Punkte auf den 
Coordinatenaxen, welche, wie in §. 25, in einem Abstände 
gleich der Einheit vom Anfai^spunkte liegen; p die Fro- 
jection der Geschwindigkeit des Punktes B auf die Axe Ol, 
q die der Geschwindigkeit des Punktes C auf die Axe Ox und 
r die der Geschwindigkeit des Punktes A auf die Axe Oy. 

Die Geschwindigkeit w hat dieselbe Bedeutung wie die 
Grösse «/' in §. 25, d. h. sie ist die geometrische Derivirte 
der mit den Coordinatenaxen fest verbundenen Strecke Om; 
daher erhält man ihre Projectionen auf die Coordinatenaxen 
nach den Formeln (3) §. 25, und zwar: 

W;. = 3« — ry, 

uig^ rx — pe, (9) 

w,=py~ qx. 
Da die Geschwindigkeit v die geometrische Somme der 
Geschwindigkeiten w und Ic isi, so ist: 

f, = a + (Vx, V^ = )S + If^, tl, = y -^ w„ 
d. h. 

Vi = a -\- qz — ry, 

Vg = ß-\-rx — pB, (10) 

i>z = Y+py—qx. 

Die Formeln (9) zeigen, dass (s. §. 26) das System der 

•) MömoireH de l'Acad^mie de Berlin 1760: Dicouverte d'annoaTean 
principe de mäcaniqae. 
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RotatioESgeschwindigkeiten (w, w, w", ■ ■ ■) eine MomeataDaze 
der Rotation hat, deren Gleichungen aind: 

qg — ry •= 0, rx — pz = 0, py — qx = 0, 
und dass p, q, r die Projectionen der auf der Momentanaxe auf- 
getragenen Momentaüwinkelgeachwindigkeit o) auf die Coor- 
dinatenaxen sind, wie schon in §. 26 gezeigt wurde. ' 

G^rÖBse und Richtang von a hängen von der Wahl des 
Coordinatenursprunges nicht ah. Um sich davon zu über- 
zeugen, verlege man den Anfangspunkt nach dem Punkte 0', 
dessen Coordinaten a, b, c und dessen Geschwindigkeit k' ist. 
Bedeuten nun u, ß", y die Projectionen dieser Geschwindig- 
keiten auf die Coordinatenaxen, so hat man nach den For- 
meln (10): 

a' ^ o -f- gc — rh, 

ßr^ß + ra-pc, (11) 

y ^ y ~[-pi — qa. 

Eliminirt man mit Hilfe dieser Formeln a, ß, y aus den 
Formeln (10), so folgt: 

v^ = a -\-g(z-c) — r(y~b), 
v, = ßr-\-r(x~a)-p(,-c), (12) 

V. ^ y -\- p(3f — b) — q(x — a}, 
wo x — a, y — 6, z — c die Coordinaten des Punktes m sind 
in Bezi^ auf den vorigen parallele Äxen mit dem Ursprung 
in (X und p, q, r wiederum die Projectionen der Rotations- 
wiskelge seh windigkeit um ff auf diese Äsen; es ist somit 
diese Winkelgeschwindigkeit geometrisch gleich m, was mit 
§. 129 übereinstimmt. 

144. Um eine das gegebene Geschwindigkeitssystem er- 
zeugende Schraubenbewegung zu finden, muss die L^e des 
Punktes ff so gewählt werden, dass die Geschwindigkeit k' 
in die Uomentanaxe fällt. Diese Bedingung drückt sich fol- 
gendermassen aus: 

a=±^k', ß^ = + ik',' y'=±^ k'; (13) 

woraus folgt: 



izecy Google 



— 304 - 

dies geht infolge der Formeln (11) über in den Ausdruck 
k' ~ ± ^ (ap + ßq -\- yr) = +]c cos(Äw), 

welcher zeigt, dass die Translationsgeschwindigkeit der Schraubeo- 
bewegimg gleich der gemeinsamen Projection aller Geschwin- 
digkeiten auf die Momentanaze ist. Sie hat denselben oder 
den entgegengesetzten Sinn wie a, je nachdem der Winke! 
(hm) ein spitzer oder ein stumpfer ist. 

Eliminirt man k' aus den Gleichungen (13), so erhält man 
die Gleichungen 

qy' — r^ = 0, ra — py = 0, pß^ — qa = 0, 
die wegen der Formeln (11) die folgende Gestalt annehmen: 
qy ^-rß — m^a + J'(i*« -\- qb -{- rc) = 0, 
ra — py — d>*6 -|- q(pa + 36 + rc) = 0, (14) 
pß — qa — i»*c -|- r {pa + 3* + rc) = 0, 
Dies sind die Gleichungen der Centralaxe. Eine Giaicbnng 
ist die Folge der beiden Übrigen; daher haben die Coordinat«n 
a, b, c unendlich viele Werthe. Gesetzt, es bedeuten a, b, c 
die Coordiuaten des Endpunktes des TOm Punkte auf die 
Centralaxe gefällten Perpendikels p. Die Bedingung, dasa (t 
auf eo senkrecht steht, liefert dann: 

pa-\- qb -{- rc = 0; 
hiermit erhält man aus den Gleichungen (14): 
«=ii(2J' — *'(5), b^'-^.ira -py), c = ^. (p(3 — g«), (15) 
und hieraus folgt: 

f-^.Kar- rß)' + (r«-pry + (i,ß- ,af]i , 

was leicht überzuführen ist in: 

_^ k 8ip(tin) 

Hier ist nun k sin (kto) >= qq} die Projection der GeBchinn- 
digkeit des Punktes auf eine zur Centralaxe seiikrecht« 
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Ebene, zugleich aber auch die ßotationsgeachwindigkeit dieses 
Punktes um die Centralaxe. 

145. Ebenso leicht lässt aieh auf Grund der Formeln (10) 
die Eigenschaft der conjugirten Eotationsaxeu (§. 133) beweisen. 

Bedeutet nämlich w den Abstand des Punktes (x, y, z) 
Ton ii^end einem andern Punkte (§, »j, £), so ist; 

«^= {x - I) f- + («/ - n) «» + («- £)f,, 

und nach den Formeln (10): 

^={x—l) (a + gs-ry) + (*/-»)) {ß + rx~pz) + 

+ {^ - i) {y -\- py — 3^)- 

Biesen Ausdruck kann man auch schreiben: 

_ X y e 

UV = a(x~i) + ß(y~fi) -\- y{a - t)+ P q r 

S n t 

oder auch: 

+ ie — t)(y+pv—q^)- 

Der letztere Ausdruck ist die Summe der Producte der 
Projectionen der Strecke m und der Projectionen der Greschwin- 
digkeiten des Punktes (|, i], t) t^^f <^ic Coordinatenaxen, d. h. 
er stellt das geometrische Prodnct dieser beiden Grössen dar; 
bezeichnet man daher mit t die Gresehwindigbeiten des Punktes 
(I, 1), g), so ist UV = U£, und dies bedeutet so viel, als dass 
-^ <r= ist. Steht die Geschwindigkeit v senkrecht auf u, so 

ist £ entweder senkrecht auf u oder gleich Null; fSr diesen 
Fall ergiebt sich die Gleichung: 



„(l-i) + ß(y-^) + r{,~() + 



X y e 



= 0. (16) 



P 3 ' 

I 1 i\ 

Dieselbe ist bei constant«n x, y, is und Teränderlichen 
5, Ti, % die Gleichimg der Ebene P, deren Nullpunkt der 
Punkt (x, y, z) ist (§. 139). Bei eonstanten |, tj, t, und yer- 
änderlichen x, y, -z dagegen ist sie die Gleichung der Ebene 

Bomoff, Hsoliuilk. I. 20 
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n, deren Nullpunkt der Punkte (|, ij, g) ist. So drückt also 
diese Gleichung die polare Beziehong zwischen dem System 
der Paukte (x, y, s) und dem der Punkt (|, jj, £) aus. Ver- 
tauscht man den Punkt (ar, y, z) mit einem anderen nicht in 
der Ebene P gelegenen, so erhält man die Gleichung:. 
x y s' \ 
«(^'-|) + ^(y'-^)+r(^-e)+ PS r 1=0,(17) 
^ V t\ 
welche bei constanten x, y, z die Ebene P' darstellt, deren 
Nullpunkt in {x, y, z) liegt; die beiden Gleichungen (16) 
und (17), beide mit constanten x, y, s, x', y', s und ver- 
änderlichen I, 1], % genommen, stellen daher zusammen die 
Schnittlinie J der Ebenen P und P' dar. Diese Gerade ist 
zu der durch die Punkt« {x, y, i) und (a;', y', /) gehenden 
Geraden T) conjugirt. 

Wir werden nun beweisen, dass J die Botationsaxe ffir 
die Geschwiadigkeiten der Punkts von J) ist. 

Da die Geschwindigkeit v des Punktes {x, y, z) auf ^ 
senkrecht steht, so kann man sich eine solche Botations- 
bewegung um J denken, bei der der Punkt (x, y, z) die Ge- 
schwindigkeit V hat. Es ist nun zu zeigen, dass in diesem 
Falle der Punkt {x', y", z') die Geschwindigkeit v erhält. 

Die Winkelgeschwindigkeit a dieser Bewegung muss gleich 

dem YerhältuisB der Geschwindigkeit v zu dem Abstand h 

des Punktes {x, y, z) von d sein und auf ^ nach der Regel 

des §. 26 aufgetragen werden. Bezeichnet man die Projeetionen 

von a auf die Coordinatenaxen mit p, 4j ^', ao erhalt man 

nach den Euler'schen Formeln die folgenden Ausdrücke für 

die Projeetionen der Geschwindigkeit v auf die Coordinatenazen: 

v. = ^(ß — l)-r'{y-r,), 

v, = r'{x^l)-p'{z-t), (18) 

r. =j)'(y-ij)-2'(a; — I). 

Jetzt werden wir die Projeetionen der Geschwindigkeit v' 
auf die Coordinatenazen bestimmen und zeigen, dass sie aua 
den vorigen hervoigehen, wenn man x, y, z durch x', y, d 
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Ist 9 der Abstand der Funkte {x, y, s) and (x, y', d) von 
einander, so erhält man aus dem beksumten Ausdruck ftir ein 
geometrisches Product die Gleichung: 

{x — xj ii'a + (1/ — y) v'y + (^ — /J v\ = VQ. 

Da aber v auf jJ und auf der geraden Verhinduagalinie 
der Punkt« {sf, y, /) und (|, t^, £) senkrecht steht, so hat 
man noch die zwei Gleichungen: 

(i - «) '■. + (»■ - 1) «', + (»■ - Ö V. - 0. 
Aus diesen drei Gleichungen folgt: 

«■.-'il<l('-t)-r-(s -<!)], 
',-'^\.'{':--i)-pW-t)], (19) 

•'■. = ^[P'(!''-l)-4'(»'-ö], 

WO 

: — a;", y — y, s — s 
p'> a'j »■', 

:'-!, /-,), /-e 

Diese Determinante ändert sich nicht, wenn man zu den 
Elementen der dritten Zeile die der ersten addirt; man erhält 
dadnrch : 

- «', y — T/'t Ä — / 



^-. 



= (»-;rO 



■ i, 9 - V, ' 

, |+(»-!0| 



Ä — S, a; - 



+ (»-»■) 



-!,!(- 



Dieser Ausdruck geht wegen der Formeln (18) Aber in: 

{x — x') V, + (y — (/) Vy + {Z- /) V, = vp. 
Da aber ^ = ist, so wird «p = o'p; also ^= v'p, 
und die Formeln (19) gehen in die aus den Formeln (18) ent- 
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springenden über, wenn man x, y, g mit x, y', sf ver- 
tauBcht. 

- Wir schliesaen hieraus, dass die GescWindigkeiten v und 
v, gleichwie auch die Gfeschwindigkeiten der übrigen Punkte 
der Geraden D durch «ine Rotation um ^ mit der Winkel- 
geschwitidigkeit a hervoi^ebracht werden können. Ebenso 
Sndet man, dass alle Geschwindigkeiten der Punkte der Ge- 
raden /i durch eine Rotation um D mit einer gewissen Winkel- 
geschwindigkeit 6 hervorgebracht werden können. 

146, Wir haben oben gesehen, dnss, wenn eine Gerade 
auf der Geschwindigkeit eines ihrer Punkte senkrecht steht, 
sie auch auf den Geschwindigkeiten ihrer sämmtlichen übrigen 
Punkte senkrecht steht. Eine solche Gerade muss als sich 
selbst conjugirt augesehen werden und kann nicht zur Ro- 
tationsaxe gewählt werden. Fasst man alle diese Geraden zu- 
sammen und betrachtet sie getrennt von allen übrigen Geraden 
deB Raumes, so bilden sie einen geometrischen Ort, den 
Plücker *) einen lAniencomplex genannt hat Zwischen den 
Coordinaten der Punkte {x, y, e) und (|, »j, £) einer solchen 
Geraden X besteht die Gleichung (16), die in folgender Form 
geschrieben werden kann: 

"(."-i) + ?{y—ii) + r{'-i) + p{i'-iy) + 

g(8ii;-W + r(Si,-,«)-0, (^0) 

wobei die Grössen «, ß, y, p, q, r als constant und 

x-i, y-7i, «-§, (21) 

V^ — ty, toc — %z, iy - Tjx (22) 

als die Variablen zu betrachten sind. Die letzteren sechs 
Grössen nennt man die Coordinaten der Geraden L, weil man 

*) Nene Geometrie des Raumes, gegründet auf die Betrachtung der 
geraden Linie als BaDmelement, Leipzig, 1S6S. 

Zenthen: Notes aar nn rfatäme de coordoun^eB linäairea dana 
l'eapace. Matbem. Annalen , heraDBgegebea you A. Clebach und C. 
Nenmann. I. Band, 1869. 

Drach! Znr Theorie der Bannigerades und der lineareo Compleie. 
Ib. 11, Band, 1870. 

F. Klein: Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und iweiten 
Grades. Ib. II. Band, 1870. 

P. Cheliai: Sulla nnoTa Oeometria de' Complessi. Bologna 1871. 
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mit ihrer Hilfe die Lage dieser Geraden bestimmen kann. 
Zu diesem Zwecke zieht mau von dem Coordiuatenuraprung 
als Anfangspunkt aus eine Strecke r, die die Grössen (21) 
zu Projeetionen hat, sowie eine Strecke it, deren Projectionen 
(22) sind. Die Ausdrücke (22) zeigen, dass (t diejenige Ge- 
schwindigkeit ist, welche der Punkt haben würde, wenn die 
durch und die Gerade X gehende Ebene um L rotiren 
würde, mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich r, die auf L 
vom Punkte (% »j, £) nach (x, y, z) aufgetr^en wäre. Zieht 
man also durch eine Senkrechte zu jt und r und trägt auf 
ihr, (nach rechts hin für einen in der Richtung von r stehen- 
den Beobachter, der auf fi hinschaut) eine Strecke ä = — auf, 
so ist die durch den Endpunkt von h gezogene Paraüele zu r 
die Gerade L. 

Die Coordinaten (21) und fö2) der Geraden L, die aus 
den Coordinaten zweier ihrer Punkte zusammengesetzt sind, 
lassen sich auch durch andere ersetzen, die aus den Ooordinaten 
zweier, in der Geraden L sich achneidender Ebenen zusammen- 
gesetzt sind. 

Die Gleichung Ax -\- By -\- Cz = I> der Ebene P ist 
durch die Verhältnisse 



1 = 



C 



bestimmt, welche man die Coordinaten der Ebene P nennen 
kann. Sind A, (i, v eben solche Coordinaten der Ebene II, 
so können die sechs - Grossen 

l — l, m — (i, n — v, (in — vm, vi — In, Xm — (il {23) 

zur Bestimmung der Schnittlinie L der Ebenen P und 77 

dienen; man nennt sie deshalb Coordinaten der Geraden X. 

Gesetzt, X gehe durch die Punkte (a;, y, e) und (|, r^, £), so 
hat man die Gleichungen: 

Ix -)- my -\- ns ='\, 1% -\- mt] + «£ = 1, 

Xx + fty + vz^l, n + ii7i'j-v^=\, 

aus welchen folgt: 
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l(:t-|) + v,l^-v) + »(»-0 - 0, 
(1 -!)« + ((•->») !/+(-'-»)<-0, 
J(i-|) + p(S(-,) + r(«-B-0, 
(J~!)t + ((.-».).l + (r-«)S-Oi 
auB diesen Gleichungen ergeben sich die Proportionen: 

x~i __^ y — y ___ ^ — i ^___ i^ — £y ^^ £j' — jz ^ ly — tjg . 
my — nft nl — Iv l^ — ml 1 — l ft — m v — n ' 

mit Hilfe dieser Proportionen lassen sich in der Gleichung 
des Gomplexes (20) die Coordinaten (21) und (22) durch die 
Coordinaten (23) ersetzen, wodurch man erhält: 

a{mv — Mft) + ß{nl — Iv) + yQ,^ — ml) + p{X — X) -\- 

+ q{^-m) + r{v-n) = 0. (24) 

Wählt man zu den Ebenen PQ,, m, n) und Tl(X, (i, v) 
diejen^en, deren Pole (x, y, z) und {%, rj, t) sind, so lassen 
sich die Coordinaten l, m, n, A, (t, v durch die Geschwindig- 
keiten V und c jener Punkte bestimmen. Da nämlich die Ge- 
schwindigkeiten V und £ auf der Geraden X senkrecht stehen, 
so hat man: 

(i -{) n. + (S,- ,).., + (j -{),._ 0, 

(«-£)«. + (»-i)«, + (»-{)..-o, 

WO «I, Vy, V, die Projectionen von v mid tx, «j, s, die Pro- 
jecüonen von s auf die Coordinatenaxen sind. Es ergeben 
sich daher die folgenden Formeln; 

_ ^ « + 9*~ 



(25) 



' ««- + '!«» + £«. "S + ^i + yr 
Liegt der Punkt (|, ij, g) in der Charakteristik der Ebene 
P, deren Pol (x,y,z) ist, so liegt (nach §. 139) die Geachwin- 
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digkeit t in der Ebene P; alao muss die Bedingung sv = 
erfüllt sein, d. -h. es ist: 

oder 

U + mn-\-nv = 0. (26) 

Diese Gleichimg beßtimmt in Verbindung mit Gleichung 
(24) bei yariablen l, fi, v die Charakteristik. 

Die Gleichung (26) lässt sich mit Hilfe der Formeln (25) 
auf die Form bringen; 

l(a + qt—r'ii) + m(ß -i- r^ —pt) -{- n(y -i- pt] — q^) = 
oder 

l, m, n 
al -\- ßm -\- yn ^ p, q, r =0. (27) 

i, n, S 

(20) und (27) sind die Gleichungen der Gbarakteristik in den 
gewöhnlichen Coordinaten |, ■y}, g. 

Aus den Formeln (10) sieht man, daas alle Punkte, deren 
Geschwindigkeiten einander geometrisch gleich sind, auf einer, 
zur Momentanaxe parallelen Geraden Hegen; denn wenn die 
Grössen v,, Vy, v, constant und x, y, s veränderlich sind, so 
sind (10) die Gleichungen einer Geraden, die der Geraden 

qs — ry = 0, rx — pz ^0, py — qx = Q 
parallel ist. Alle Ebenen P, deren Pole {x, y, z) in einer 
solchen Geraden liegen, sind einander parallel; also liegt die 
Gerade ^, die zu D conjugirt ist, im Unendlichen, wenn die 
letztere der Momentanaxe parallel ist. Eine zur Momentan- 
axe parallele Gerade nennt Plllcker einen Durchmesser des 
Complexes (20). 

Die Ebene P steht auf dem ihr zugeordneten Durchmesser 
senkrecht, wenn die Geschwindigkeit des Pols {x, y, z) die 
Richtung des Durchmessers hat; diese Eigenschaft kommt der 
Centralaxe zu; deshalb nennt auch Plücker die Centralaxe 
Axe des Complexes. 

147. Mit Hilfe der Formeln (10) lässt sich eine allgemeine 
Methode für die Zusammensetzung mehrerer Systeme möglicher 
Geschwindigkeiten entwickeln. 
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Es seien (F), (F'), (F"), ■■■ die gegebenen Systeme mög^ 
lieber Geschwindigkeiten, die zu einem einzigen Systeme möglicher 
Geschwindigkeiten (ü) zusammengesetzt werden sollen; wir 
wollen dabei voraussetzen, dasa jedes gegebene System in ein 
Translations- and ein Rotationssystem zerlegt sei, and zwar 
seien Ä, Ä', A",--- die Botationscentra , k, k', !&',••• die Ge- 
schwindigkeiten der Translations Systeme und a, es, co", r*- 
die Winkelgeschwindigkeiten der ßotationssysteme. Wir wählen 
nun einen beliebigen Funkt als Ursprung der rechtwinkligen 
Axen Ox, Oy, Os und bezeichnen mit (a, h, c), {a, h', c'), •■• 
die Coordinaten der Punkte A, A, Ä',---\ mit (a, ß, y), 
{«', ^, y), ■•■ die Projectionen der Geschwindigkeiten ft, Je, Je","- 
auf die Coordinatenaxen ; mit {p, q, r), {p', 3', r), ■■■die Pro- 
jectionen der Winkelgeschwindigkeiten o, es, es", • • • auf 
dieselben; mit' (««, Vy, v,), (vj, Vy, v,'), • • • die Pro- 
jectionen der, einem und demselben Punkte M{x, y, z) in den 
Systemen (F), (F'), (F"),--- zagehörigen Geschwindigkeiten 
V, v, v", ■■■ auf die Goordinatenaxen. Nach den Formeln (10) 
hat man: 

Vx^ a -\- q(z — c) — r{y — i), 
v^ = k' + q{s — c') — j-'O — 6'), 



Addirb man diese Grössen, so erhält man die Projection 
auf die Axe Ox derjenigen Geschwindigkeit, welche der Punkt 
{x, y, g) in dem resaltirenden Systeme (U) hat. Bezeichnet 
man diese Geschwindigkeit mit u, ihre Projectionen auf die 
Goordinatenaxen mit td, m^, Mj und eine Summe gleichartiger, 
den Systemen (F), (F'), (F"),--- angehöriger Grössen mit 27, 
so hat man: 

M:r = Sa — 2:{qc — rb) + sSq — ySr 
und ebenso 

iiy = Zß — £{ra — pc) + x2:r — eSp, 
u, = Sy — 2J(pb — qa) + yHp — xEq. 
Setzt man: 

A = Sa — S{qc — rh), 

S = Zß- S(ra — pc), (28) 

C = Sy ~ S{ph - qa); 
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P=£p, (i = ^i, R = Sr, (29) 

so hat man: 

«X = ^ + «« - ny, 

n^ = B + Rx~Pe, - (30) 

u, = C + Py-Qx. 

Die Summen 2Ja, 2Jß, 2^y in den Formeln (28) sind die 
Projectionen der geometrischen Summe i -\- k' -\- k" -j- ■ ■ ■ atif 
die Azen und 

- — («c - rh), — (ra - pc), - (pb — qa) 
sind die Projectionen der Geschwindigkeit, welche der Coor- 
dinatenur Sprung bei einer Rotation um den Punkt Ä mit der 
Winkelgeschwindigkeit o haben würde; daher ist die Trans- 
laiümsgesckmndigkeit K des resuJMrendeti Systems (U) die geo- 
metrische Swmme aller Transhtionsgeschmndiglmten Ic, k', k",--- 
der ge^dienen Systeme (V), (V), (F"), •-• und edler der Ge- 
sehmndigkeiten, ivdche der Punkt hd den Rotationen um die 
Punkte A, Ä', A", ■•• mit den Wirjtelgesdimndigkeiten a, ra', <»", ■ ■■ 
hahen icürde. Die Formeln (29) und (30) zeigen, dass die 
Winkelgeschwindigkeit Sl des resultirenden Systems (P) die geo- 
metrische Summe der Winkelgeschmndigkeitm ra, o', ra", ■ • • ist. 

Gesetzt, jedes der gegebenen Geschwindigkeitssysteme 
CO) C^')» iy")t ■■■ ^^i ^Q öüi Rotationssystem um einen und 
denselben Punkt und in ein Translationssjstem mit der, 
diesem Punkte zukommenden Geschwindigkeit k zerlegt; dann 
ist = 0, 6 = 0, c = 0, a =0, &' = 0, ■- und ^ ■= i'a, 
B = Eß, C = 2:y. 

Speddle Fälle. 

1) Die Winkelgeschwindigkeit ß oder die geometrische 
Summe der Winkelgeschwindigkeiten o) + ra' + w" + • • • ist 
gleich Null, d. h. 2;j) = 0, Zq = 0, Zr = 0. Dann ist das 
resultirende System (U) ein Translationssystem mit der Ge- 
schwindigkeit k. 

2) Die Translationsgeschwindigkeit k ist gleich Null; d. h. 
A = 0, B = 0, C = 0. Dann ist ( E7) ein Rotationssystem 
um den Punkt mit der Winkelgeschwindigkeit ß. 

. Dieser Fall tritt unter anderem ein, wenn die Geschwin- 
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digkeitsBjsteme (V), (V), — Rotationesysteme um den Punkt . 
0. sind, d. h. wenn 4 = 0, Ä' = 0, ••■■, o = 0, & = 0, e = 0, 
o' = Oj &' -= 0, — . Hieraus ei^ebt sich die Regel (§. 142) 
fDr die ZuBammensetzung von Winkelgeschwindigkeiten, deren 
RicKtangen sich in einem Punkte schneiden. 

3) k = 0, ß = 0, d. h. ^-=0, B = 0, C~0, P = 0, 
Q =» 0, S='0. Dann sind alle Creschwindigkeiten des Sjatems 
(IT) gleich Null. Diesen Fall kajm man den Fall des Gleich- 
gewichts der gegebenen Geschrnndigkeitssysteme (F), (V), •■• 
nennen. 

4) Das resultirende System {IT) ist ein Rotationssystem 
um einen gewissen Punkt (|, t), g). Dies kann nur dann der 
Fall sein, wenn die AusdrÖeke (30) fflr gewisse Werthe von 
X, y, z zu Null werden können, d. h. wenn es endliche GrSs&en 
%, % i giebt, die den Gleichungen genügen: 

B + al-PS— 0, (31) 

o+p,-ei-o. 

BUerzu ist erstens erforderlich, dass die drei Grössen 
P, Q, It nicht gleichzeitig Null sied, d. h. dass die Winkel- 
geschwindigkeit H nicht Null ist Zweitens erfordert ein gleich- 
zeitiges Bestehen der Gleichungen (31) die Erfüllung der Be- 



AP-\-BQ-\-CM=^0 oder KSi •= 0. (32) 

Man sieht hieraus, dass in diesem Falle die TranslaHons- 
geschwindigJceit K entweder gleich Null oder senh-echt m der 
Winke^esckwindigkeit ß gerichtet sein mtiss. Der erstere Fall 
ist oben unter 2) besprochen worden. In beiden Fällen aber, 
ist (LT) ein Rotationseystem und die Gleichungen (31) stellen 
dessen Momentanaxe dar-, die Winkelgeschwindigkeit ist Sl. 
Sind die Translationsgeschwindigkeiten k , /c*, k", • ■ • gleich 
Null, so ist 

Za = 0, 27j3 = 0, Sy — 0, 
und die Bedingongsgleichung (32) nimmt die Form an: 
£p • S{qc — rb) -f- 2:q ■ 2:{ra — pc) + 2^r-Z{j3h — qa) = 0. 
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Diese Gleichung ist unter anderem erfüllt, wenn alle 
Winkelgeschwindigkeiten ca, a', ro", ■'■ einander parallel sind; 
denn dann lassen sich alle Rotationsgeschwindigkeiten des 
Punktes um die Punkte A, Ä', A", ■ ■ ■ mit den Winkel- 
geschwindigkeiten Ol, a', et",---, da sie auf den Richtungen 
der letzteren senkrecht sind, zu einer einzigen G-eschwindig- 
keit K zusammenseteen , die in einer au jenen Richtungen 
senkrechten Ebene liegt. Da nun die geometrieche Summe 
ß = 0) + oj' + ra" -|- - - • den Componenten parallel gerichtet 
ist, so ist sie auf K senkrecht; folglich ist KU = 0. Sind 
femer l, [i, v die Winkel, welche fl mit den Coordinatenaxen 
bildet, so bilden die Componenten to, e>', ta", ■ ■ ■ mit den Äxen 
dieselben Winkel oder deren Supplemente; man kann daher 
setzen: 

jo "^ ö cos A, 2 = 0) cos ft, r ■= ra cos v, 

wo 03 die Winkelgeschwindigkeit der Rotation um den Punkt 

A bedeutet, mit + oder — genommen, je nachdem sie dem 

Sinne nach mit Sl übereinstimmt oder nicht. Dadurch wird 

aber: 

A = — -S^Öc — rb) = cosv2.'iiL>& — eosfiSmc, 
S = ~ E(ra — pc) = coaAi'roc — cosv2^a>a, 
C = — Sijah — qa) = coaiiEtaa — co8^2;g)&, 

und die (rleichui^en der Momentanaxe_(31) gehen über in: 
{i:mh — j)a)coav — (Xroc — gß)coB/( = 0, 
{Sac— £ß)co8i — (■Stoa—Ifl) cos V = 0, 
{Stoa — |ß) cosft — {Sab — ijfl) cosA = 0, 

wo ß = Sa ist. 

Diese Gleichungen werden, unabhängig von den Werthen 

der Winkel l, ji, v, erfüllt, wenn man setzt: 

i^ofl — |fl = 0, Sah — ti&l=0, 2?roc — £ß = 0, 

d. h. 

e = ^, n = ^, S = ^^ (33) 

Der durch diese Coordinateu bestimmte Punkt hat fol- 
gende bemerkenswerthe Eigenschaft: wenn man die Winkel 
k, [i, V ändert, ohne die Grösse der Winkelgeschwindigkeita- 
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compooenten m, et, o", •■• und die Lage der Punkte A, Ä, 
Ä",--- zu ändern, eo bleibt die L^e des Punktes (g, i;, £) 
dieselbe. Ein Bolcher Punktheisst Centrum des Systems paraHder 
Winkelgesehrnndigkeiten a, at a", ■ • • 

Die in §. 142 dargelegten B^eln fSr die ZuBammen- 
Betznng paralleler Winkelgesckwind^keiten sind in den vor- 
Btehenden Formeln mitenthalten. 

148. Wir kehren nun zu dem Falle zurück, wo die Trans- 
lationsgeachwindigkeiten k, k', ^, ■ ■ ■ gleich Null sind, währeod 
die Winkelgeechwindigkeiteu a, a, m", ■ ■ ■ nicht parallel zu 
sein brauchen. Es seien l, t, (",■■• die Geschwindigkeiten, 
welche der Punkt haben würde, wenn er um die Punkte 
A, A', A",--- mit den Winkelgeschwindigkeiten m, m', ©",■■■ 

rotiren würde. In diesem Falle ist: K^ l -{- 1 -\-T -\ 1 

und somit: 



KU = (l -i- r -i-r -{-■■■) (ra + ra' + co" + ■ • •)• 
Führt man die Multiplication dieser beiden geometrisclien 
8ummen nach der in §. 23 gegebenen Kegel aus, indem man 
beachtet, dass die geometrischen Producta lio, Xa>', 1"b>",--- 
gleich Null sind, weil l auf a senkrecht steht und ebenso X 
auf ta, t' auf o>", u. s, w., so erhält man: 

Eä=l^+J^-\ \-Tä-\-Ta -\ , 

was sich schreiben tässt: 

Kä = SQ^' + 7w); (34) 

dabei bedeutet £ die Summe aller geometrischen Product« 
der Gcrössen l, t, f, ■■■ in die nichtentsprechenden der Grössen 

* Da ' 

Im' — (rh — qc) p + (pc — ra) q + {qa — pb) r 

P' i r I 
= a b c \ 
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lat -\- l'ta = 



-a', b — 6', - 



P 



-V, 



+? 



"' l+rl ^' ' '' 1 
a — a'\ \a — a, h — V \' 

Die Factoren von p, q, r in diesem Ausdrucke sind die 
Projectionen derjenigen Geschwindigkeit auf die Coordinaten- 
axen, welche der Punkt A bei einer Rotation um Ä mit der 
Winkelgeschwindigkeit oi' haben würde. Bezeichnet man diese 
Geschwindigkeit mit a", so ist 

la + Tro ^ Off'. 

Bezeichnet man in analoger Weise mit a die Geschwin- 
digkeit, welche der Punkt Ä' bei einer Rotation um A mit 
der Winkelgeschwindigkeit to haben würde, so hat man : 

la' -j- t(o = a'ö; 
hierdurch geht die Gleichung (34) über in: 

Kä == i2](^' + ^); (35) 

diese Gleichung bedeutet, daaa das geometrische PradiKt der 
Translationsgeschwindigheit in die Winkelgeschwindigkeit der Bö- 
taMon des reswltirmdm Systefns (IT) gUich ist der halben Summe 
der geometrischen Producte aller Winkelgeschwindigk^ten (a,'ta', 
m", ••■in alle Geschwindigkeiten, welche die Punkte A, A', A", ■ ■ ■ 
bei den Rotationen mit diesen Winkelgeschwindigkeiten hohen. 
Diese Eigenschaft des geometrischen Productes Kit lässt sich 
noch anders darstellen. In dem Ausdrucke 

ao' ^ ö' - ra cos(i»ö^ 
ist die Grösse O" gleich der Fläche eines Parallelogramms, 
dessen eine Seite o' und dessen andere AA' istj c>cos(ojß') 
(mit + oder — genommen, je nachdem cos(raff') > oder 
< 0) ist das TOm Endpunkte von a auf die Ebene des Pa- 
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rallelogramms gefällte Perpendikel} folglich ist ^ raff' 6a.a 
Yolumen eines Farallelepipedons , dessen Gnmdääcbe das Pa- 
rallelogramm ff' und dessen Höhe + ta cob(o}^) ist, oder das 
sechsfache Volumen eines Tetraeders, das ra und ca' zu zwei 
gegenfiberliegenden Kanten hat. Ist cos(g>0')>O, so sieht 
ein an (0 sich anlehnender Beobachter, der anf die Mitte von 
a' schaut, die Kicbtung von m von links nach rechts, im 
Falle co8(«)ff'} < aber von rechts nach links. Schreibt man 
(c>, a') für ^fi>e', so hat man: ^KSi «= 2^(ra, ra'). 

Man Bchliesst hieraus, dass ^KSi, die algdiraische Summe 
derjenigen Tetraeder ist, die aus je zweien der WitJcelgeschwin- 
digkeüen ra, a, o>", ■■■ als gegeniäxrlieg&iden Kanten c<mstruirt 
loerden können.*) Das resultirende System (^U) lässt sich auf 
verschiedene Weise in zwei Rotations Systeme nm zwei con- 
jugirte Gerade zerlegen; das Volumen des Tetraeders, das die 
Winkelgeschwindigkeiten dieser beiden Kotationssysteme zu . 
gegen Qberliegendeit Kanten hat, muss gleich iJ£Sl sein; be- 
zeichnet man daher diese Winkelgeschwindigkeiten mit L und 
X', so ist: 

(L,L-) -£(«,«). (38) 

Sind alle Geschwindigkeiten des resultirenden Systems (17} 
gleich Null, so ist KU = und folglich Z{a>, a) = 0. 

149. Aus den allgemeinen Formeln (9) für die Projeetionen 
der Rotationsgeschwindigkeiten auf die Coordinatenaxen Ox, 
Oy, Oj? sieht man, dass das GeBchwindigkeitS8ystem(w,u'',w",'") 
zusammengesetzt ist aus drei Systemen von Rotationsgeschwin- 
di^eiten um diese Axen mit den Winkelgescbwind^keiten 
p, q, r, welche die Projeetionen oder Componenten der Winkel- 
geschwindigkeit (D nach diesen Axen sind. Setzt man nämlich 
in den Formehi (9) q = und r ^ 0, so erhält man 

0, —pe, py (a) 

für die Projectionen^ der Rotationsgeecbwindigkeit des Punktes 
{x, y, s) um Ox mit der Winkelgeschwindigkeit + JJ. Ebenso 



•) Dieser Sats ist znerst von Möbius fflr ein Ki^ftesystem aof- 
geatellt wordeo. Journal von Grelle, T. IV. 
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findet man, wenn man p-=0, r = setzt, für die Projectioneo 
der Rotatlousgesch windigkeit lun die Axe Oy mit der Winkel- 
geschwindigkeit + q: 

qs, .0, —qx, (b) 

und endlich, iiidem man p ^ 0, q^O setzt, für die Projectionen 
der Rotationsgeschwindigkeit um Oz mit der Winkelgeschwin- 
digkeit + r: 

-ry, rx, 0. (c) 

Addirt man die Grössen unter (a), (b), (c), so erhält man 
qg — ry für die Projection w^, rx — pz för Wg, py — qx 
fOr w,. 

160. Mit Hilfe der Formeln (9) kann man die Projection 
der ßotationsgeschwindigkeit w auf jede gegebene Axe l finden, 
wenn man die Winkel kennt, welche diese Axe mit den Co- 
ordinatenaxen Ox, Oy, Oz bildet; es ist nämlich: 

w cos(tt>Q = Wx C(ss{lx) + Wy eo3(iy) + w, cos{lz) 
co8{lx), <ioa(ly), cos(U) 

(37) 

Nach dieser Formel ergeben sich die Projectionen w^, 
w,, W{ der Geschwindigkeit w auf drei feste rechtwinklige 
Äxen 0|, Oj], 0£. Bezeichnet man nämlich mit «i, b,, c^ 
die Cosinus der Winkel (ix), (|p), (|«), mit Oj, fc^, c^ die der 
Winkel {"fx), {rjy), {j]z) und mit Oj, &j, c^ die der Winkel 
(5:t), (S<(), (W, "0 »l: 



(38) 



Sind g, 7], t die Coordinaten des Punktes (x, y, e) be- 
züglich der Axen Og, Oij, Ol, so ist: 



Wendet man diese Formeln auf die drei Punkte A, B, C 
an, die, wie in §, 25, auf den Axen Ox, Oy, Oz in Ent- 
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femungen gleich der Einheit vom üteprung gewählt sind, 
Bo erhält man: 

do^ _ I ^ f^i j da, _ j ''^ Cj I da,_\f>s<^\ 
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Die drei Formeln 


der zweiten Zeile liefern 
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Ebenso findet 


man: 
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(40) 



».S + '-.'S + '.'i?- 



Diese Formeln dienen zur Bestimmung der Grössen p,.i,^ 
und folglich zur Bestimmung der Lage der Momentanwiukel- 
geschwindigkeit a bezflglich der Axen Ox, Oy, Os, die mit 
dem Systeme fest verbunden sind; dabei mtlssen die Winkel, 
welche die beweglichen Axen Ox, Oy, Oz mit den festen Oi, 
Orj, Ot, bilden, alä Functionen der Zeit gegeben sein. Aus 
den Formeln (39) ergeben sich die folgenden: 



de, i -IS , 
'» Tt ~ "' d( ' 



(«) 



^ dt 'dt ^ dt 

Die Formeln (40) und (41) zugleich mit den Formeln (i 



oy Google 



— 321 — 

Hessen sich such unmittelbar durch Transformation eines 
recht winkl^en Coordinatensystems in ein anderes ableiten. 
151. Mit Hilfe der Bedingungsgleichungen 

fciC, + 6,Cs + fcgCs = 0, o,» + b," + c» = 1, 

Ci«i + CjOs + Cs«3 = 0. < + ^* + Cs* = i, 

0^61+0^*8 + 0363 = 0, v + V + *=»*■= 1, 

welche die ßechtwinkligkeit der Äxen -Ox, Oy, Ob und 06, 
Ojj, 0§ ausdrücken, lassen sich die neun Cosinus «,, 0^,0^, 
\y fcs,'" alfl Functionen Ton dreien unter ihnen darstellen*) 
oder auch als Functionen der drei Hilfawinkel, durch welche 
Euler die Lage des einen Coordinatensjstems bezüglich des 
anderen bestimmt; daher lassen sich p, q, r als Functionen 
derselben Grössen und deren Derivisten nach der Zeit aus- 
drücken. 

Es sei (Fig. 61) ON die Schnittlinie der Ebenen xOy 
und |0j?; ^JVOg = *, <iV0a; = 9) und ^20§ = *. Mit 
Fig. Bi. Hilfe des Winkels ^ bestimmt 

sich die Lage der Geraden ON, 
mit Hilfe von d' die Lage der 
Ebene xON, mit Hilfe von 9 
die Lage der Axe Ox in dieser 
-ar Ebene und hiermit auch die Lage 
der Axen Oy und Oe. Nach 
den Formeln der sphärischen 
Trigonometrie lassen sich die neun Cosinus a^, b^, Cj, •■• als 
Functionen der Sinus und Cosinus der Winkel 9, ^, & aus- 
drücken (wie aus der analytischen Geometrie des Baumes 
bekannt ist), und hierauf erhalt man aus den Formeln (40) 
und (41) die Ausdrücke für j), g, r als Functionen derselben 
Grössen und der Derivirten -^ , -n , -rr . Doch kann man 
zu diesen Ausdrücken auch direct auf Grund der Regel über 

*) A. J. Lezell, Theoremata nonnul1& generalia de TraiiBlatione 
Corporum rigidoram. Äcttd. Fetrop. T. XX. 

HoDge, Eipcaition aoaljtiqne de la g^n^ratdon des Burfocea courbea. 
MämoireB de TAcadäniie de Turin. ITSl et 1785. 

Somarr, Meshulk. I. 21 
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die Zusammenaetzimg der WiDkelgescbwind^keiten gelangea 
und zwar folgendenuassen. 

Die DenTirte -^ ist die Winkelgescbwindigkeit der Ro- 
tation um die Axe Os, -jr die der Rotation um OJ und -jr 
die derEotation um ON. Da diese drei Rotationen zusammen 
eine Rotation von der Winkelgeachwindigkeit m hervorbringen 
sollen, so ist: 

— dv , dv , d9 

"'= Tt + di'^Tt'' 

dabei denkt man sich ~ durch eine anf der Axe Oe aaf- 
dt 

getragene Strecke dargestellt, ebenso -^ auf der Aze 0^ und 
auf der Aie ON] somit ist: 

If cos(«) + f, oosCtl) + ^ cos (NOx), 
, - il co.C.rt + '* co.(Sj,) + f, cos {i-Oj),' 
»■ ^ jf cos(^0) -|- -^ cos(£^) -f- -^ eo8 [NOz). 
Da aber: , 

C08 {zx) = Ü, COS (^y) ^ 0, coa («ü) = I , 
cos (gar) = sin qci sin ■&, cos (£y) ^ cos ip sin *, cos (g«) ^ cos S-, 
cos (NOx) = coa qo, cos (NOt/) = — sin (p, cos (NOe) = 0, 
80 vrird: 

i» = sm9> am * ^ + coay ^ , 

„ dvi . Äff /io\ 

g ^ coa qo am » -TT ■— sm qc ^ , (4JJ 

,_'^ + co.»^. 

dt ' t2t 

Kennt man die Bewegung des Systems der Axen Ox, 
Oy, Ob bezüglich der festen Axen 0|, Oij, 0§, so kann man 
aus diesen Formeln die Grösse und Lage der Winkelgeschwin- 
digkeit (0 bestimmen. 

163. Gesetzt, z. B., die Rotationen um die Axen 0£, Os 
und ON seien gleichförmig, d. b. es sei: 
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d^ 






t 'dt 'dt ' 

wo a, b, c GoQstaDt6 bedeuten. In diesem F^lle wird: 

^ = «( + *o, qo = Öf + 9)0, * = ci + »(,, 

WO ifoiVoi *o *^^ Werthe der Winkel ^, (p, 9 für ^ = sind. 
Nach den Formeln (42) ergiebt sich dann: 

^ =i a sin (ht + ^i^) sin (et + *o) + c cos (bt + qo^)» 
q = ocob(&(+ 9o) 8in(cf + *o) — c sin(i6( + tp^), 
»- ^ fi + ö cos (e( + ^o)t 
woraus folgt: 

«s = a« + &» + c^ + 2a6 cos (c( + *o). 

Somit sind die Winkelgeschwindigkeit to und ihre Pro- 
jectioneu auf die Axen Ox, Oy, Os als Functionen der Zeit 
ausgedrückt. 

153. Bei der Rotation eines unveränderlichen Systems 
um einen festen Punkt kann die Winkelgeschwindigkeit et, 
die man auf der Momentanaxe aufgetr^en denkt, ihre Lage 
im Räume, d. h. bezüglich der festen Axen 0|, 0% 0% con- 
timiirlich ändern und so eine gewisse konische Fläche er- 
zeugen; dabei beschreibt der Endpunkt J} von ta eine Curre, 
die man den tAsolui^n. Hodogrof^ien der Winkelgeschwindigkeit 
nennen kann. Die Winkelgeschwindigkeit o kann auch ihre 
Lage bezüglich der Punkte des rotirenden Systems andern, 
d. h. bezüglich der Axen Ox, Oy, Og, wobei sie eine andere 




konische Fläche erzeugt; dabei beschreibt ihr Endpunkt D 
eine Curve, die man den relativen Hodograpfim nennen kann. 
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Zur Erläntenuig wollen wir die Hodographen der Winkel- 
geschwindigkeit in dem vorigen Beispiele bestimmen. Die 
Winkelgeschwindigkeit o stellt sich dar als die Diagonale OD 
(Fig. 62) eines Farallelepipedons, dessen Kanten OA == a, 
OB = h, OC = c ebenso wie die beiden Winkel ÄOG, BOC 
(als Rechte) constant sind. Es ändert sich nur der Winke! 
Ä OB und zwar gleichförmig mit der Geschwindigkeit c, während 
die Seitenfläche ÄOC gleichförmig mit der Geschwindigkeit o 
rotirt. Da AD == ^c* -f- ¥ constant ist, so bleibt B, der 
Endpunlct der Winkelgeschwindigkeit, fortwährend auf der 
Oberfläche einer festen Kugel, d^ren Mittelpunkt A und deren 
Radius AD ist. Die Strecken J^C = a und jF'i> = 6, sind 
gleichfalls constant; daher beschreibt I) gleichförmig mit der 
Geschwindigkeit c die Peripherie eines Kreises yom Halbmesser 
FD und Mittelpunkt F; dieser Kreis liegt in einer der Ebene 
bO% im Abstand c parallelen E^bene. Auf Grund dieser Ueber- 
legung kann man den Hodographen nunmehr folgendermassen 
construiren. 

Man trägt AK^a auf der Axe Og ab und beschreibt 
in der durch den Punkt K gehenden, zu Og senkrechten Ebene 
einen Kreis aus f als Mittelpunkt mit einem Radius KL^OC'=c 
und in der Ebene DFG einen zweiten Kreis aus F als Mittel- 
punkt mit dem Radius FL ^ a. Lässt man dann den zweiten 
Kreis auf dem ersten gleichfönnig mit der Geschwindigkeit 
ac hinrollen, so beschreibt der Punkt D, da er mit dem rollenden 
Kreise unveränderlich verbunden ist, eine Curve, welche der 
absolute Hodograph der Winkelgeschwindigkeit ist. Die Ge- 
schwindigkeit der Bewegung des Punktes L, in welchem der 
rollende Kreis den festen berührt, ist nämlich ac und gleich 
der Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes If, der auf 
der Peripherie des rollenden Kreises auf demselben Radius 
wie D liegt; daher ist die Winkelgeschwindigkeit^ mit der der 
Winkel' Bf FL sich ändert, gleich c; folglich hat D die ge- 
forderte Bewegung. 

Die vom Punkte If beschriebene Curve ist eine sphärische 
Epicykloide auf einer Kugel vom Radius AL und Mittelpunkte 
A. Dieselbe Curve beschreibt auch der Funkt D^ wenn 6=0 
ist. Ist jedoch h nicht gleich a, so beschreibt D eine ver- 
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kürzte oder verlängerte Epicjkloide, and zwar eine verkürzte 
für & < a lind eine verlängerte fttr 6 > o. 

Eine Curve von derselben Art bildet aach der relative 
Hodograph. Der Punkt D (Fig. 63) beschreibt in der Ebene 
GCD einen Kreis vom Mittelpunkte G und Radius CrD = a\ 
dabei beschreibt G in einer zu On senkrechten Ebene gleich- 
j.. gj massig mit der Geschwindigkeit b 

einen Kreis vom Radios JB(? = c 
Auf Grund dieser Bcmerkuiig lässt 
sich die Bewegung des Punktes D 
bezüglich der Axen Ox, Oy, Oz auf 
folgende Weise bestimmen. Uan tr^t 
BN' ^^ h auf, verzeichnet in der zu 
Oe senkrechten Ebene einen Kreis 
vom Radius N'M = c und in der 
Ebene GCD einen Kreis vom Radios 
GMxmA lässt dann den zweiten Kreis 
auf dem ersten mit der Geschwindigkeit hc hinrollen nach 
der Seite, wohin der Winkel tp wächst, von Ox nach ON. 
Dann beschreibt der mit D auf demselben Radius liegende 
Punkt If' eine sphärische Epicykloide auf einer Kugel um S 
als Mittelpunkt und mit dem Radius BM. Dieselbe Curve 
beschreibt auch D, wenn a = & ist. Ist d^egen a <&, so 
beschreibt Z) eine verkürzte, nnd ist a > &, eine verlängerte 
Epicykloide. 

154. Der absolute Hodograph- ist die Basis eines un- 
beweglichen Kegels, der durch die Momentanaxe erzeugt wird; 
der relative Hodograph ist die Basis eines beweglichen Kegels, 
der mit dem um den festen Punkt rotirenden Punktsystem 
unveränderlich verbunden ist; ist der gemeinsame Scheitel 
beider Kegel. 

Poinsot*) hat gezeigt, dass die Rotation des Punktsystems 
um O durch das Rollen des zweiten Kegels auf dem Mantel 
des ersten hervorgebracht werden kann. Hiervon kann man 
sich auf folgende Weise überzeugen. 

Es sei (Fig. 64) ÄDES der absolute, Ä'DCR der re- 



*) Theorie nonvelle de la rotation. Journal de Lioaville T. XVI 1860. 
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lative Hodograpb ^^^ Winkelgeschwindigkeit^ OD die Lage 
der Winkelgeschwindigkeit a zur Zeit t, OC diejenige Gerade 
im unveränderlichen System, die zur Zeit t -\- t die Winkel- 
geachwindigkeit repräsentirt, und OE 
die liage, welche diese Crerade zu der- 
selben Zeit im Räume einnimmt. 
Wenn r unendlich klein ist, so be- 
j , findet sich C in unendlich kleiner 
Entfernung von der Momentanaxe OD 
und hat daher eine unendlich kleine 
Geschwindigkeit; daher ist der Weg 
CE, den der Punkt C in der Zeit t zu durchlaufen hat, un- 
endlich klein Ton zweiter Ordnung im Vergleich mit den 
Sehnen DC und DE; also fallen für e = die Richtungen 
dieser Sehnen in eine und dieselbe Gerade, welche die gemein- 
schaftliche Tangente der Curven ADB und A'DB' im Punkte 
D ist. Da die Differenz zwischen den Sehnen DE und DG 
kleiner als CE ist, so ist sie ebenfalls unendlich klein von 
höherer Ordnung. 

Bezeichnet man mit s den vom Punkte D zur Zeit t durch- 
laufenen Bogen AD des absoluten Hodographen, mit e den 
entsprechenden Bogen ÄD des relativen Hodographen und 
mit ^s und ^ß die Incremente dieser Bogen in der Zeit i, 
so ist die Differenz z/s — z/ff von derselben Ordnung, wie 
die Differenz der Bogen DE und DC, und muss daher eben- 
falls unendlich klein von höherer Ordnung sein. Setzt man 
i^s — z/ff ^ e, so ist: 

und wenn man zur Grenze Übergeht, indem man t =^ setzt: 
. - ^ 1 oder rfs = dff; 

folglich s == 0. Dies zeigt aber, dass der Kegel OA'DB", 
ohne zu gleiten, auf dem Kegel OADB binrollt. Wegen 
ds = de ist auch j* =" j7j ^- ^- die Geschwindigkeit der Be- 
wegung des Pttnktes D auf dem nbsolulen und auf dem relaiiven 
Hodographen ist dieselbe. Sie ist die geometrische Derivirte 
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der Winkelgeseliwindigkeit und heisst die WinMhesckleunyung 
erster Ordnung. 

Poinsot betrachtet, um die Rotationsbewegung eines un- 
veränderlichen Punktsystema um einen festen Punkt dar- 
zustellen, statt der Hodograpben zwei sphärische Curven S 
und S', die man erhält, wenn man den festen und den rollenden 
Kegel mit einer Kugel schneidet, deren Mittelpunkt ist. 
Er nennt die erste Curve Herpolodie, die andere Polodie. Die 
Curve S' rollt, ohne zu gleiten, auf der Curve S hin; der Be- 
rührungspunkt J dieser Gurren ist der Schnittpunkt der Mo- 
mentanaxe mit der Kugelfläche (0); die Geschwindigkeit der 
Bewegung des Punktes / auf den Curven S und S' ist die- 
selbe, und zwar ist sie die Winkelderivirte der Winkel- 
geschwindigkeit a, wenn der Kugelradius gleich 1 gewählt wird. 
Es sei im Beispiel des |. 152 speciell c = gesetzt, d. h. 
der Winkel & bleibe constant. Dann Hegt (Fig. 65) die Winkel- 
geschwindigkeit m in der Ebene zOt 
und stellt sich dar als die Diagonale 
OB eines über OA = a und OB = b 
construirten Parallelogramms ; sie hat 
daher den Constanten Werth: 




a = Ya' -\-b' + 2ah cos*, 
und bildet mit den Axen Ot und Os 
constante Winkel. Man sieht hieraus, 
dass der absolute Hodograph dann ein 
Kreis in einer zu Og senkrechten Ebene iatj der Radius des- 
selben ist das vom Punkte D auf jene Äxe gefällte Perpen- 
dikel BP. Ebenso ist der relative Hodograph ein Kreis in 
einer zu Oe senkrechten Ebene, dessen Radius die auf der 
Axe Os senkrechte Strecke BP" ist. Im vorliegenden Falle 
kann also die Rotation um durch das Bollen eines Kreis- 
kegels auf einem andern erzeugt werden. Haben die Ge- 
schwindigkeiten a und b dasselbe Vorzeichen, so befindet sich 
ein Kegel ausserhalb des andern, sind aber die Zeichen ver- 
schieden, so liegt ein Kegel in dem andern. 

Gesetzt, die Ebene ^Otj (Fig. 66} sei die Ebene der 
Ekliptik, xOy die Ebene des Aequators und N der Frühlings- 
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pnukt. Dann ist -3^ die Geschwindigkeit der täglichen Be- 
wegung der Erde, ^ die Präceasion der Nachtgleichen, und 
-T7 die Geschwindigkeit der Äendening 
der Neigung des Äequators gegen 
die Ekliptik. 

Die Grösse ^ hat einen con- 
stanten Werth, den wir in §. 152 mit 
b bezeichnet hatten. Die Grössen 
( -Xi und -TT sind variabel; doch kann 
man für eine kurze Zeitdauer, fQr 
einen Tag z. B., setzen: -^ = Ound 
-jT gleich einer negativen Constanten, die Überdies im Ver- 
gleich zu ~ sehr klein ist. Man kann annähernd 
^ 0",136795 

setzen. Femer hat man 6=360" in 24 Stunden und »™23''27'3ff'. 
Trägt man nun auf 0^ in negativem Sinne OÄ = 0,136795 
auf und auf Oe eine Strecke OS •= 360 ■ 60 ■ 60 und construirt 
aus diesen Längen das Parallelogramm, so ist dessen Diagonale 
.OD die Momentanaxe der Rotation der Erdkugel. 

Der von ihr um die zum Aequator senkrechte Gerade 
Og beschriebene Kegel rollt im lnn«-n des von ihr um Ol 
beschriebenen Kegels. Dem Winkel BOD entspricht auf der 
Erdoberfläche ein Bogen von nicht mehr als 27 Centimeter 
Länge.*) 

155, Gestützt auf die Auseinandersetzungen der vorbe^ 



*) Ein anderes bemerkenswertheB Beispiel dieser, von der MomenUn- 
Rse erzeugten Kegel bietet der MechaniBmoa dar, den man däs (Gar- 
d»ni»ohe) Universalgeknk nennt. Die Construction dieser Kegel findet 
man in der Abhandlung des Professors M.Th. Okatow: Ueber die Kegel 
der angenblicklicben Drehazen im üniverBalgelenke. Bnlletin de l'AcA- 
dämie des Bciences de St Pätersbonrg T. X, p. 353—961. 
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gehenden Para^aphen, kann man sich nunmehr eine Vorstellung 
von der allgemeinsten Art der Bewegung eines freien un- 
Fis. 87. yeränderlicbeii Systems machen. 

Es sei (Fig. 67) (M, ST, M",- 0) 
die L^e des unveränderlichen 
Systems zur Zeit t und {M^, 
Ml, Mi", ■ ■ ■ Oj) seine Lage zar 
Zeit i + T bei ii^end einer 
Bewegung. Hätte das System 
nur eine Translationsbewegung, 
bei der die Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen jedes Punktes den entsprechenden Ge- 
schwindigkeiten und Beschleunigungen des Punktes gleich 
wären, so würde es zur Zeit f + t in die Lage (fi, ii\ ft", ■■■ 0,) 
gelangen, wobei Ojfn™ OJlf, 0^^' = OJ/', -•'■ Denken wir 
uns femer, der Punkt sei unbeweglich und das System 
{M, M, M', ■ ■ ■) rotire um diesen Funkt, so dass es zur Zeit 
t-j-T m eine Lage (w, v', v", ••■ 0) gelangt, fflr welche 
Ov => O^Mi, Ov = O^Mi, •■• ist. Nehmen wir nun an, dass 
jeder Funkt M eine Bewegung hat, die zusammengesetzt iät 
aus derjenigen, die er bei jener Translation haben wUrde und 
auB der, welche er hei der Rotation hätte, so gelangt der 
Punkt M durch die hieraus resultirende Bewegung zur Zeit 
t-^t in dieselbe Lage, äie er bei der wirklichen Bewegung 
einnehmen soll. Denn die Sehne MM^ des bei der wirklichen 
Bewegung durchlaufenen Weges ist die geometrische Summe 
der Sehne M(t des bei der Translation, und der Sehne Mv 
des bei der Rotation durchlaufenen Weges. Es lässt sich 
also jede Bewegung eines freien unveränderlichen Systems als 
zusammengesetzt betrachten aus einer Translation und einer 
Rotation. Die Rotation des Systems um ist identisch mit 
der Rotation, die das System aus der Le^ (ft, fi, fi", ■ ■ ■ 0^) 
in die endgiltige Lage (Jtf,, Jf/, Jl//', •■■0,) überfahrt. Es 
ist dies diejenige Bewegung, welche ein Beobachter wahr- 
nehmen würde, der während der Translation unveränderlich mit 
dem System verbunden ist. Bei der Rotation erzeugt die 
Momentanaze m einen Eegel (S), der zugleich mit dem Be- 
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obacbter eine Translation erleidet, und einen auf (S) rollenden 
Kegel {S'). Also kann jede Bewegung eines freien unver- 
änderliehen Punktsystems, wenn sie weder eine Translation 
noch eine Rotation ist, erzeugt werden durch das Kollen 
eines gewissen, mit dem Punktsystem fest verbundenen Kegels 
(S'} auf einem Kegel (S), der gleichzeitig eine gewisse, durch 
die Geschwindigkeit und die Beschleunigungen der gemein- 
samen Spitze der Kegel bestimmte Translation erleidet. Da 
der Punkt willkührlieh gewählt werden darf, so kann man 
eine und dieselbe Bewegung auf verschiedene Weise in eine 
Translation und eine Rotation zerlegen. Bezeichnet man mit 
r, und Wb die Beschleunigungen m*" Ordnung des Punktes M 
bei der wirklichen Bewegung und bei der Rotation um und 
mit u„ die Beschleunigung bei der Bewegung des Punktes 0, 
so hat man nach §.21, Folg. 2: 

f» = M-. + Wb, 

d. h, , die BesMeunigung der wirklichen Bewegung ist die geo- 
metrische Summe der BeschJmtnigungen derselben Ordnung bei 
der -Translation und Rotation. 

156, Die hier vorgeführte Methode zur Darstellung der 
allgemeinsten Bewegung eines freien unveränderlichen Systems 
durch das Rollen eines Kegels auf einem andern, der in einer 
Translation begriffen ist, röhrt von Poinsot*) her. Es gibt 
noch eine andere, von Poncelet gegebene Methode, die sich 
auf die in g. 131 bewiesene Eigenschaft gründet, dass jedes 
System möglicher Geschwindigkeiten durch eine Schrauben- 
bewegung hervorgebracht werden kann. Die Centralaxe (A) 
des Systems der Geschwindigkeiten für die Zeit t ändert con- 
ti nuirlich ihre Lage im Räume und erzeugt dabei eine gerad- 
linige Fläche (S); sie ändert aber auch bezüglich der Punkte 
des unveränderlichen Systems continuirlich ihre Lage und er- 
zeugt dadurch eine andere geradlinige Fläche (S'), die mit 
diesem System unveränderlich verbunden ist und sich mit ihm 
bew^t. In einem gegebenen Zeitmomente t ist die Central- 
axe (.4) die gemeinsame Erzeugende der Flächen (S) und 



*) Theorie nonvelle de la rotation. 
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(S') und diese Flächen berühren sich in jedem Funkte der 
Äxe {A}. Hiervon kann man sich folgendermassen überzeugen : 
Es sei (Fig. 68) {B") diejenige Erzeugende der Fläche (S'), 
welche zur Zeit ( + r zur Centralaxe wird, und (B) die ent- 
_, sprechende Erzeugende der Fläche {S). 

j^ Nimmt man nun auf der Gieraden (A) 

len Funkt Man und legt durch ihn eine 
— J Ebene, senkrecht zu (^)j so sei N' der 
— >" Schnittpunkt derselben mit (ff). Wäh- 
rend der Zeit t, die wir als unendlich 
klein voraussetzen, gelangt N' in einen gewissen Punkt N auf 
der Geraden (B); die Sehne N'N des durchlaufenen Weges 
bildet einen unendlich kleinen Winkel mit der Richtung der 
Geschwindigkeit N'R, welche der Punkt N' zur Zeit t hat, 
und diese Geschwindigkeit bildet wiederum einen unendlich 
kleinen Winkel mit der der Centralaxe (^1) parallelen Trans- 
lationsgeschwindigkeit N'P; folglich schliesst die Sehne N'N 
auch mit N'P einen unendlich, kleinen Winkel ein. Daher 
muss die durch die Gerade (A) und den Funkt N gehende 
Ebene mit der durch {A) und den Punkt N' gehenden Ebene 
einen unendlich kleinen Winkel bilden. Für t = fallen 
diese beiden Ebenen in eine einzige zusammen, welche die 
Flächen (S) und (S') im Funkte M berührt. Daher haben 
die Flächen (S) und (S") in jedem Punkte M der Geraden 
(A) eine gemeinsame Tangentenebene. 

Die Bewegung der Fläche (S') lässt sich nicht durch ein- 
faches Rollen auf der Fläche (S) hervorbringen; denn der 
Punkt M hat, als Punkt der Fläche (S') betrachtet, eine 
gewisse endliche Geschwindigkeit längs der Centralaxe (A), 
und infolge dessen hat die Fläche (iS") eine gleitende Bewegung 
an der Fläche (S) hin, ira Sinne jener Geschwindigkeit. Diese 
Bewegui^ setzt sich mit derjenigen zusammen, welche die 
Aenderung der Lage der gemeinsamen Erzeugenden bewirkt 
und die man als ein Rollen der Fläche (S'} auf (S) be- 
trachten kann. 

167. Ist die Geschwindigkeit des Gleitens längs der 
Centralaxe gleich Null zu jeder Zeit t und ändert sich die 
Richtung der Centralaxe nicht, so sind die beiden Flächen 
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(S) und (S") zwei Cjlinderflächen ; (S') rollt aof (S); dann 
rollt die SelmittcurTe (C) der Fläche (S') mit einer zur Oentral- 
axe Benkrechten Ebene, ohne zu gleiten, auf einer festen Curve 
(C), welche die Schnittlinie des Cylindera (S) mit derselben 
Ehene ist Folglieh reducirt sieh dabei die Bewegung des 
unTeränderlicheu Punktsystems auf die Bewegui^ einer ebenen 
unveränderlichen Figur, welche die- Projectionen aller System- 
punkte auf eine zur Centralaxe senkrechte Ebene enthält. Die 
Projection jedes Systempunktes verzeichnet in dieser Ebene 
eine Roulette, die durch das Bollen der Linie (C') auf der 
festen Linie (C) entsteht (e. §. 19). 



XV. Capitel. 

Die Beschlennigongen bei der Bewegung einea freien uiiTeränderlichen 
Systeme. — Endliche VerBchiebnngen. 

168. Wir haben in |. 155 gesehen, daae im allgemeinen 
die Beschleunigung ii^end einer Ordnung bei der allgemeinsten 
Bewegungsart eines unveränderlichen Systems die geometrische 
Summe der Beschleunigungen derselben Ordnung bei der Trans- 
lations- und der Kotationsbewegung ist, in die sich die be- 
treffende Bewegung zerlegen lässt. Dabei bestimmen sich die 
Beschleunigungen der Translation durch die Beschleunigungen 
der Bewegut^ desjenigen Punktes, der zum Rotationscentrnm 
gewählt wurde. 

Wir werden nun die Beschleunigungen untersuchen, die 
hei der Rotation des Systems um einen Funkt aufla-eten. 
Wählen wir diesen Punkt zum Ursprung der geradlinigen 
rechtwinkligen Goordinaten x, y, z, die auf die mit dem ro- 
tirenden Punktsystem unveränderlich verbundenen Axen Ox, 
Oy, Oz bezogen sind, so ISsst sich eine Beschleunigung von 
beliebiger Ordnung durch ihre Projectionen anf die Äsen Ox 
Oy, Oe bestimmen. Hierzu können die Formeln (4) §. 27 
dienen. Bedeuten w^, w,^, w»,, die Projectionen der Be- 
schleunigung n*™ Ordnung w, der Rotationsbewegung auf 
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die Coordinatenaxeu, so bat man nach jenen Formeln für die 
Projectionen der Beschleoniguiig erster Ordnung: 



Wx,. = ~ + pWg — qw^, 
und allgemein: 

«"„^ = — j~ + gw,-!,, — rw„-i^y, 

dv>n—l,tt I f ■,•, 

«"* Jt + ''"'— iv« — i"*— 1.'. (^) 

für die Projectionen der Beschleunigung n*" Ordnung. Man 
sieht sofort, dass diese Ausdrücke, ehenso wie die Projectionen 
der Geschwindigkeit, die Form von linearen Functionen be- 
zQglich der Coordinaten des beweglichen Punktes (x, y, z) 
haben. Da nämlich 

Wx = q_e — ry, v>y = rx —; pzy w, = py — qx 
und X, y, s constant sind, so ist: 

^'''=%' ~%y -^ ^^y — 1^ - "^ (»■* '- P^^' 
wi,^ -^^x —^^ z + r {qz — ry) - p ijpy — qx), (3) 

«'■,. = ^y-~%x-\-pirx~pB) — q{qz~ ry). 

Die Ausdrücke rechts sind lineare Functionen von der 
Form: 

wi^ = xai^ + yhi^ + ec,^, 

Wi,g = xai^y + yli,y + zci^y, (4) 

Wi,. ■" xüi,, + y6|,i + sci,„ 
wo 

«1,1 (S* + ^*)j &1A = - 

"'■* =§('' + P2' *'■» = - (r* + p*), c,,y = _ g + gr, (5) 
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Ans den Formejn (2) ersieht man, daaa, wenn w«— i,i, 
Wh— i,v; ^n— 1.1 lineare homogene Functionen bezüglich x, y, i 
sind, aWh w^^, u?^f, tc^^ solche Functionen sein müssen; 
man kann also setzen: 

w«,, = xa^,y + yKj, + ^c,,^ , (6) 

w^.-^'XOn,, + yfc,^, + SC,i. 
Setzt man hierin x ^ 1, y = 0, ^ 0, so ergiebt sieb 

es Bind also diese drei Goefficienten von x die Projectionen 
auf die Coordinatenaxen von der Beschleunigung n"" Ordnung 
bei der Bewegung des in der Entfernung AO == l auf Ox 
liegenden Punktes A. Ebenso findet man, dass b^^, b^^, b^, 
die Projectionen auf die Coordinatenaxen von der Beschleu- 
nigung n^' Ordnung des Punktes £ sind, der auf Oy in der 
Entfernung BO •^ 1 vom Ursprung liegt, sowie c^, c«,y, c,,, 
die der Beschleimigung n'" Ordnung dea Punktes C, der auf 
Oe in der Entfernung CO = 1 vom Ursprung liegt. Die 
Goefficienten der Formeln (6) für Terschiedene Ordnungeo 
lassen sich successive vermittelst der Formeln (1) berechnen. 
Man hat allgemein: 

dOn—i.x , 

'^•^^ — di + 'i^"-'-' ~ '^^'-^■'>' 

Die Ausdrücke (5) ergeben sich unmittelbar aus den 
Formeln (7); ferner findet man: 



ähnliche Ausdrücke ei^eben sich für &i^, &2,y, 6*,,, Cj^, Ct,,, 
Ci,, u. s. w. Die Resultate für die Beschleunigungen dritter 
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mid höherer Ordnaagen sind complicirter uad lassen sich nicht 
leicht in eine a,llgemeine Form bringen. 

159. Bezeichnet man mit Oj die geometrische Derivirte 
der Winlielgeschwindigkeit m, d. h. die Winkelbeschleunigung, 
so ist nach den Formeln (4) §.27: 

cj, cos(o,d!) = ^i Oj coB(o>,y) = ^, Ol co8(o)jir) ^ jt ; 

daher bedeuten in den Formeln (3), welche die Projectionen 

der Beschleunigung erster Ordnung ausdrücken, die Glieder 

dg _ dr dr dp dp da 

ft'-di«- m^-di'- ny-T,-'^ 

die Projectionen derjenigen Geschwindigkeit U auf die Co- 
ordinatenaxen, welche der Punkt (x, y, z) haben würde, wenn 
das ganze System mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich o^ 
rotirte; die übrigen Glieder der Formeln (3), nämlich die 
Grössen 

qw, — rWg, rWx — pWi, ptv^ — gwi 
sind die Projectionen derjenigen Geschwindigkeit W auf die 
Coordinatenaxen, welche der Endpunkt einer der w geometrisch 
gleichen und von ausgehenden Strecke bei der Kotation 
des ganzen Systems mit der Winkelgeschwindigkeit o hat. 
Es ist also Mij ^ [/ + W. Die Gomponente U ist gleich der 
Winkelbeschleunigung aij, multiplicirt mit dem auf ihre Rich- 
tung aus dem Funkte (x, y, z) gefällten Perpendikel;*) be- 
zeichnet man also dieses Perpendikel mit S, so ist U^(Oi$. 
Nun kann man ra^ in zwei Gomponeoten zerlegen, deren eine, 
^, in die Richtung von ra fallt, während die andere senk- 
recht zu 10 und gleich o# ist, wenn & die Winkelderivirte 
von at bezeichnet. Daher lässt sich auch U in zwei Com- 
ponenten U' und Ü" zerlegen; die erste, ü', ist die Ge- 
schwindigkeit des Punktes (w, y, z) bei der Rotation des 
Systems mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich -jr, die andere, 
Ü", ist die Geschwindigkeit des Punktes {x, y, z) bei der 
Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit (ö&. 

•) Dabei musg der Anfangspunkt von » in O genommen werden. 
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Die Componente W endlich ist gleich dem Flächeniiihalt 
des Parallelogramms, das man über ca und w errichten kann, 
d. h. W'=' mto und lässt sich als eine zu a und w senkrechte 
Strecke darstellen, deren Sinn dadurch bestimmt ist, daae sie, 
wenn man ihren Anfangspunkt nach dem Punkte {x, y, z) 
verlegt denkt, mit dem vom Punkte (x, y, e) auf m gefällten 
und im Sinne nach ra hingenommenen Perpendikel zusammen- 
fallt. Man kann W als die Beschleunigung betrachten, welche 
derPunkt {x,y, e) bei einer gleichförmigen Rotation um die 
Momentanaxe mit der constanten Winkelgeschwindigkeit o 
haben wQrde. Bedeutet h den Abstand des Punktes (x, y,-e) 
von <o, so hat man w •== <ah, W'= ta'k. Die Beschleunigung 
W, die nach dem Mittelpunkte des vom Punkte (x, y, e) bei 
seiner Kotstion um a> beschriebenen Kreises gerichtet ist, 
heisst die CentripetdIbestJileHntgung. 

160. Giebt es ausser noch einen zweiten Punkt (x, y, e), 
dessen Beschlennigung w^ gleich Null ist, so müssen die Co- 
ordinaten dieses Punktes den Gleichungen genügen: 

xa^ + yin^ + ec^ = 0, 

x(h^ + yf>^ + ic^y = 0, (8) 

und hierzu ist erforderlich, dass die Determinante: 

I>n= an,s Ks 

On,, K., Cn,. 

verschwindet. Wegen der Complieirtheit der Ausdrücke ihrer 
Elemente ist es schwer sich zu überzeugen, ob diese Deter- 
minante identisch gleich Null ist, oder ob sie nur für gewisse 
specielle Werthe von j), g, r,~^, jf, ^,"- verschwindet Ist 
aber D„ = 0, so sind (8) die Gleichungen einer durch den 
Punkt gebenden Geraden, die man die Momentanaxe der 
Bescbleunignngen wi^ nennen kann. 

Wir wollen nun untersuchen, in welchen Fällen die Be- 
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schlennigungen erster Ordnung eine Momentanase haben können. 
Die Formeln (5) geben: 



A=(.s+äi+4:) 


* 


-(^+,'+^)[(if)"+(if)' 

Da aber 


+(£)! 


^+^+^=-%(5fy+(^?/+ 


S)'=" 


pS + «5f + '"S="'»'"'^«^ 


»".), 


80 ist 




i>, = ö*»!* coB*(rarai) — 0*0,* = — ot 


oJi*8in*(ca 


nun ist 




».sin(<o<o,) = a,*; 
also wird: 

a = - ö.*»l 





Man sieht aus diesem Ausdruck, dass die Beschteunigiingen 
erster Ordnung eine Momentanaxe baben, wenn a -=0 oder 
wenn # = ist. Der erste Fall kann nur für einen gewissen 
bestimmten Zeitpunkt eintreten^ der zweite d^egen kann eine 
beliebige Zeit hindurch bestehen, nämlich wenn die Momentan- 
axe der Geschwindigkeiten ihre Richtung nicht ändert, wobei 
die Glosse von et constsnt oder variabel sein kann. In diesem 
Fälle rotirt das nnveränderliche Punktsystem um eine feste 
Axe; es bewegt sich also jeder Punkt desselben in einer festen, 
zu jener Axe senkrechten Ebene^ mithin liegen die Geschwin- 
digkeiten nnd alle Beschleunigungen der verschiedenen Ord- 
nungen in derselben Ebene. Die Beschleunigungen aller Punkt«, 
die auf der ßotationsaxe liegen, sind gleich Null; daher ist 
diese Gerade die Axe aller Beschleunigungen; die Beschleu- 
nigung tt*" Ordnung jedes andern Punktes ist zu ihr senk- 
recht. 

Die Perpendikularität der Beschleunigungen n"' Ordnung 
dreier Punkte A, B, C auf der Botationsaxe ra ist durch die 
Bedingungen 

pa^jx + qa„,y -j- ran,i = 0, 
pbn^ + qh^y + rbn,, = 0, 
P<^ + q<^,y + »"Cb,. = _ 

Somotf, MacbBiiUi. I. 2! ' . 
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ausgedrückt, deren Bestehen' erfordert, dass die Determinante 
Dn verschwindet. 

161, Wenn man zu den Ausdrücken (6) die Projectionen 
der Translationsbeschlennigung ü, des Systems auf die Äxeu 
Ox, Oy, Oz resp. hinzuaddirt, so erhält man die allgemeinen 
Ausdrücke für die Projectionen der Beschleunigung v, des 
Punktes (x, y, si) auf die Axen Ox, Oy, Oz bei irgend einer 
Bewegung des Systems. Sind m«^, m^j,, m„^ die Projectionen 
Ton M„, so sind, die Projectionen von v„: 

Cn^ = xa^ + yb^ + sc^ + u^, 
Vn,y = xa^,y 4- yh^^ + ec^^ + m^^, (9) 

v^. = xa^, + yft,,, + zcn,. + u^.. 
Hieraus kann man mit Hilfe der allgemeinen Formeln 
für die CoordinatentranBformation und der Formeln des §. 151 
die Projectionen der Beschleunigungen auf die festen Co- 
ordinatenaxen erhalten. 

Ist die Determinante D. nicht gleich Mull, so giebt es 
im Systeme immer einen einzigen Punkt, dessen Beschleunigung 
v„ gleich Null ist. Die Coordinaten dieses Punktes bestimmen 
sich durch die Gleichungen: 

^«^y + yJ-j. + «C",!< + «-hv ■= 0, 
xa-v + y*>M + ^<^' + «-,.■= 0- 
Dieser Punkt heisst das Momentancentrum der Besckku- 

nigungen «*" Ordnung. Er li^ im Unendlichen, wenn Z*» = 

ist und die Determinanten 



On,. ««,1 C«,. 



«V« ''».« "-V 
«.y K» «■M' 
ß^r ft,,, «■,, 



nicht gleichzeitig versehwinden. Sind d^^gen diese drei De- 
terminanten zugleich mit D„ gleich Null, so giebt es eine 
Gerade von der Eigenschaft, dass die Beschleunigung n*" 
Ordnung jedes ihrer Punkte gleich Null ist Eine solcbe 
Gerade kann man MomenUmaxe der Beschleunigungen «**' Ordmaig 
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163. Die BeBcfalennigungen jeder Ordnung haben Mo- 
mentanaxen, wenn sich die Bewegung des Systeme auf das 
Rollen eines Cylinders (5') auf einem andern (S) reduciren 
lässt (s. §. 157); iahei sind die Äxen aller Beschleamgungen 
der Centralaxe parallel. Hiervon kann man sich folgender- 
massen leicht überzeugen. Da die Beschleunigungen aller 
Ordnungen auf der Centralaxe senferecht stehen, so hat man, 
wenn Oe dieser Axe parallel angenommen wird: a„, =• 0, 
&H,i ^0, C«,( = 0, w„,, = 0; ausserdem ist c„^ = 0, c„^p = 0, 
da der in der Entfernung OC ^ 1 auf der Äxe Oe an- 
genommene Funkt C bei der Rotation um Og fest bleibt. 
Der auf der Äxe Oy im Abstand 0£ =■ 1 gelegene Funkt 
B bewegt sich mit einer Geschwindigkeit und mit Beschleu- 
nigungen, die der Geschwindigkeit und den entsprechenden 
Beschleunigungen des auf Ox im Abstand OA ^ 1 liegenden 
Punktes Ä an Grösse gleich und senkrecht zu ihnen gerichtet 
sind; dreht man daher die Strecke OA, bis sie mit OB zu- 
sammenfällt, so fallen die Geschwindigkeiten und Beschleu- 
nigungen der Punkte A und B zusammen; folglich ist a„^ = &„,„ 
h^^ = — a^j,, so dass -die Formeln (9) im vorliegenden Falle 
die folgende Form annehmen: 

«^ == xa„^ — yo,,^ + K,^, 

Vn,y = a:a^v + tfa„^ + Un,g, (10) 

w,^ = 0. 

Die Coordinalen (|, ■rj, g) eines Pnnktes, dessen Beschleu- 
nigung Vn gleich I^ull ist, müssen den folgenden Bedingungen 
genügen: 

ga,^ - nan.v + u„^ = 0, 
S«^ + ri<^ + »-^ = 0. 

Es sind dies die Gleichungen einer zur Axe 0^ parallelen 
Geraden; also haben die Beschleunigungen n*™ Ordnung eine 
der Centralaxe parallele Momentanaxe. Die Spur 0, dieser 
Geraden in der zur Centralaxe senkrechten Ebene xOy heisst 
das Momentancentrum der BescMeunigimgen n*^ Ordnu»^ oder 
das Momentancentrum (« + 1)"' Ordnung bei der Bewegung 
der ebenen unveränderlichen Figur in dieser Ebene. 
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Sabtrahirt man die Gleichungen (11) von den Gleicliiiiigeii 
(10), so erhält man die Formeln: 

Vn^ = (3; - I) (V ~ (y - n) ^y, ,j2, 

"-,» = (« - 4) «-,y - (y ~ n) «-^; 

' dieselben sagen aua, dass alle Besekleunigutigen »*" Orämmg 
durch eine Bolation des Systems um die Momentemaxe der Be- 
sekleimigungen n*" Ordnung ersevgt «lerden können, mit der- 
selben Constanten oder veränderlichen Winkelgeschmndig]ceit a, 
mit der die Axen Ox und Oy um die Äxe Oz roUren. 
Die Formeln (12) geben: 

..■-«.•[(»=-e'+(»-i)"ji 

bedeutet also q den Abstand des Punktes {x, y) vom Punkte 
0,, so ist «B = a^Q, d. k die BescMeunigungen «"' Ordnung 
sind den Abständen der entsprechenden Punkte von der Mo- 
mentanaxe der Beschleunigungen d&'seU>en Ordnung proportional. 
Ferner folgt ans den Formeln (12): 

(I - I) «„+(!/- ^) »^, -[(«- D' + (J - ^)'l »„ 

oder: 

V, cos (v,p) = po^ = peu C08 {a^x), 

und wenn man beachtet, dass v, =^ tfa„ ist, so ergiebt sich 
cps (v»p) ■= cos {OnX). Ebenso findet man: sin («„p) = coa(a,,y}. 
Daraus folgt, dass •^(v.p) ^ •^(a,, 2;); es bilden daher aUe 
Beschleumgimien »*" Ordnung gleiche Winkel mit den von den 
entspredtenden Funkten auf die Momentanaxe dies&' Beschei- 
nigungen gefällten "Perpendikeln. 

Die Beschleunigimg m„ des Punktes 0, welche zugleich die 
Translationsbeschlennigung des ganzen Systems ist, lässt sich 
betrachten als die Beschleunigung der Rotation des Beachleuni- 
gungssystems (vn, vÄ, ■■■) um 0^; bezeichnet man daher mit £ 
den Abstand 00„, so hat man, wenn der Ursprung im Punkte 
0» liegt: M„ = fia,, und -^{u^Jt) = ^{a„x), was sich auch 
direct aus den Gleichui^en (11) ableiten lässt. 

Auf Grund dieser Eigenschaft des Punktes kaun man 

. seine Lage bestimmen, wenn die Bewegui^ des Punktes 

und die Winkelgeschwindigkeit tu als Function der Zeit bekannt 

ist. Hierzu bestimmt man mit Hilfe ron <o imd dessen De- 
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rivirten nach der Zeit, wie m %. 158 gezeigt wurde, die Be- 
Bchleunigung o» und den Winkel (a.a:); dann zieht man aus 
eine Strecke, die diesen Winkel mit der BeBchleuniguug 
u, dieeea Punktes einschliesst und die dem Yerhältniss — ^ 
gleich ist. Der Endpunkt dieeer Strecke ist der .Punkt 0„. 
Man kann den Punkt On auch bestimmen, indem man die 
Geraden (II) construirt, deren Schnittpunkt er ist Man sieht 
aus den Gleichungen dieser Geraden, dass sie auf einander 
senkrecht stehen. 

Als Beispiel wollen wir das Centrum der Beschleunigungen 
erster Ordnung, d. h. das eweite Mommtancentrum bestimmen. 
Setzt man in den Formeln (5) jp = 0, g ^ 0, r = o, so folgt: 



»1,1 •= ■ 



»i,y = 



also; 



dt ' 



l^^ 



)B(a,3;) = ~-^, sinCo,3;) = 
cos («1 B) = 



y^m" 



sin («j R) == 



V^+(W 



Mit Hilfe dieser Formeln bestimmt sich Grösse und Kich- 
tui^ von H, in dessen Endpunkt das zweite Momentancentrum 
Ol liegt. Zur Vereinfachung der Gleichungen (11) nehme 
p,, gg man an, dass die Axe Oxia die Richtung 

von u, fallt und Oy senkrecht dazu ist 
\ (Fig. 69); dann ist Ui,^ -= M,, «i,^ = 
Innd die Gleichungen (11) gehen über in: 

~ "'^ "" dT '^ + "i ■= ^' 

Die erste Gerade kann man aus den Punkten P und Q 
constmiren, in denen sie die Azen Ox und Oy schneidet. Die 




izecy Google 



Abscisse des ersten Punktes ist 0P = -\, die Ordinate des 

zweiten OQ = ~ . Die zweite Greriule geht durcli den Co- 
di 
ordinatenursprung und ist zu der ersteren senkrecht. Im 
Schnittpunkte dieser Geraden liegt das zweite Momentan- 
centrum 0^. 

163. Ist der Goordinatenursprung das erste Momentan- 
centrnm, d. h. das Rotationscentrum, so ist seine Geschwin- 
digkeit gleich Null und die Beschleunigung u, bestimmt sich 
folgendem! assen : 

Es sei O der Punkt, der zur Zeit t-\-T zum Rotations- 
centrum wird, und (/' die Lage des vorigen RotationBcentrums 
zu dieser Zeit. Die Geschwindigkeit des Punktes 0" ist eine 
Rotationsgeschwindigkeit um eine zur Ebene OGif senkrechte 
Axe mit der Winkelgeschwindigkeit a -\- ^a und gleicli 
(iD -)- ^ra) ■ OiJ'. Dividirt man dies durch t und setzt dann 
T <=> 0, 80 erhält man die Beschleunigung, tf, der Beweguog 
des Punktes 0. Bezeichnet tf den Grenzwerth des Verhält- 
nisses — — , so ist: Mi = ca(f. Hier ist ff die Geschwindigkeit, 
mit welcher die Curve C (§. 157), die alle Lagen des Ro- 
tationscenirums in der beweglichen Figur enthält, auf der 
Curve (C), die alle Lagen desselben Punkt«s in der festen 
Ebene enthält, hinrollt Die Beschleunigung m, ist normal 
zu den Curven ((?) und (C) im Punkte und nach der Seite 
hin gerichtet, wohin sich dieser Punkt auf der Cnrve ((T) 
bewegt. Die Geschwindigkeit ff hängt yon der Winkelgeschwin- 
digkeit fo der Rotation und von den Krümmungsradien ^ 
und ^ der festen Linie (C) und der auf ihr hinrollenden 
(C) ab. Nach Formel (3) §. 19 hat man: 



•a+i). 



(13) 
woraus folgt: 

dabei können Ü und R negativ sein. 

Wählt man bei der Constmction des zweiten Momentan- 
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centi^ums §. 162 (Fig. 69), den Paukt zum ersten Momentaa- 
centnim (d. h. zum ßotationsceabiim), so ist: 

dt 

Für den Bpecielleu Fall, das3 die Winkelgeschwindigkeit ' 

constant ist, wird -ji = und OQ = oo; folglich liegt das 

zweite Momentaucentrum Oj dann im Punkte F. Diesen Punkt 
nennt man das geometrische Centrwm der Beschleimigungen, weil 
man bei der Lösung rein geometrischer Aufgaben immer an- 
nehmen kann, dass et constant ist und das zweite Momentan- 
ceutrum in P liegt. 

Abel Transon*) hat folgende bemerkenswerthe Eigen- 
schaft des Punktes P nachgewiesen. Beschreibt man aus 
diesem Punkt mit dem Radius OF einen Kreis und verbindet 
denselben unveränderlich mit der rollenden Linie (C), so ei> 
zeugt sein Bollen auf der die Richtung von darstellenden 
Geraden dieselben Beschleunigungen erster Ordnung, welche 
die Punkte der beweglichen Figur beim Rollen von (C) auf 
(C) wirklich haben; denn die Geschwindigkeit ff, die Winkel- 
geschwindigkeit oj und die Beschleunigung m^ des Punktes 
haben bei diesem wie bei jenem Rollen dieselben Bedeutungen. 
Transon nennt den mit dem Radius OP um P beschriebenen 
Kreis den Bollkireis (cercle de roulement). 

164. Die Beschleunigung t>i eines Punktes m Qc, y) einer 
beweglichen ebenen Figur, dessen Entfernung vom ersten Mo- 
mentancentrum Om^= r ist, lässt sich in zwei Componenten 
zerlegen: 1) die Beschleunigung r, co3(i',r), die zur Trajectorie 
des Punktes «1 normal gerichtet ist, und 2) die Tangential- 
beschleunigung «, täniy^r). Andererseits ist v^ die geometrische 
Summe der Beschleunigung % des Punktes und der Be- 
schleunigung der Rotation um 0, welche letztere sich in die 
Centripetalbeschleunignng at^r, die von m nach dem Centrum 



*) Methode g^mätrique pour les rayooB de courbnre. Joamal de 
LioQville. T. X, 1846. 
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hingericlitet ist, und in die Beschleunigung r -yr länge der 
Tangente der Tiajectorie des Punktes m zerlegt. Folglich ist: 

f, co8(t>,r) = — a^r + Mj co3(Mir), 

. , , ■ d» . . , (15) 

Setzt man », cos (V|r) ■=■ 0, so wird: 

— o>*r + M, cos («!»■) = 0; 
hieraus ei^ebt sich: 

r = ^^-^Ö = £ eos (u^r) = OP ma(POm). 

Dies zeigt, dass aUe Funkte tn, deren Normalbeschleu- 
nignng erster Ordnung gleich Null ist, auf einem Kreise hegen, 
dessen Durchmesser gleich OP ist. 

Setzt man v, sin {v^r) ^ 0, so ^hält man: 
r5-«.8in(«,r)=0, 
woraus folgt: 

^ = "^^^^ = ^ sinKr) = OQcoBiQOm). 
"dt ~di 

Man sieht hieraus, dass alle Punkte m, deren Tangential- 
beschleunigung gleich Null ist, auf einem Kreise vom Durch- 
messer OQ gelegen sind. Diese beiden Kreise gehen durch 
das zweite Momenttmcentrum 0,, denn für diesen Punkt ist 
sowohl die Normal-, als auch die Tangentialbeschleunigung 
gleich Null. 

Mit Hilfe der Normalbeschleunigung Usst sich der Krüm- 
mungsradius Q der Trajectorie des Punktes m bestimmen. Da 
r, co8(vir) = + - — -, so liefert die erste der Formeln (15): 

+ ^— = — et'r -\- »(j cos (u^r) ; 

bezeichnet man aber mit k die Projection der Strecke OP 
auf die Richtung von r, so hat man, wie oben gezeigt wurde: 

% C08(Mjr) ^ m*k; 
mithin ist: 
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+ ^ = a»(Ä-r), 

also: 

r^=±p(k-r), 

wo (h — r) die Entfernung des Punktes m von dem Funkte J 
ist, in welchem der Radiusvector Om den Ereis vom Durch- 
messer OP schneidet; daher ist: 

Orn^ = lfmJ. (16) 

Wir schliessen hieraus, dass der Kriimmur^sraditiS der 
Bahn eines beliebigen Punktes m die dritte Proportionale ist 
ZK dem Badiusvector Om und dem Abschnitte mJ auf diesem 
Badius zwischen dem Punlcte m und dem Kreise vom Durchmesser 
OP. Dieser Satz führt zu einer einfachen Couätruction des 
Krümmungsradius der Bahn des Punktes m. 

Man fälle (Fig. 70) das Perpendikel PJ auf Om, ziehe 
mP, dann OF parallel PJ bis zum Schnittpunkte F mit mP, 




und FG parallel OP bis zum Schnittpunkte (? mit Om: der 
Punkt G ist dann der Erümmungsmittelpuukt der Bahn des 
Punktes m. Derselbe liegt im Unendlichen, wenn m mit 
tT zusammenfallt; in diesem Falle hat die Trajectorie im 
Punkte J im allgemeinen einen Wendepunkt oder sie ist die 
Gerade PJ selbst; deshalb nennt man den Kreis vom Halb- 
messer OP den Wendekreis (cercle d'inflexion). 

Zieht man mm' und GG' parallel zu PJ bis zum Durch- 
schnitt mit OP, so hat man: 

Om : Om = Pm' : mJ = m'G' : mG, (17) 

so dass die Gleichung (16) tibergeht in:] 
Om'^ = m'G' • Pm'; 
mithin ist G' der Krümmimgsmittelpunkt der Trajectorie des 
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Punktes m'. Ueberdies zeigen die Proportionen (17), dass 
die Erümmungsmlttelpunkt« G der Trajectorien derjenigen 
Pankte m, die auf dem Kreiae Yom Durchmesser Om Hegen, 
auf einem Kreiae vom Durchmeaser OGr gelegen sind. Fällt 
der Punkt m ins Unendliche, so wird OF = FJ, GO = OJ, 
G'O (= OP; wir schliessen hieraus, dass die Erümmungsmittel- 
punkte der Bahnen von Punkten, die unendlich entfernt vou 
sind, auf einem Kreise liegen, dessen Durchmaeser OP' 
der Strecke OP entgegengesetzt gleich ist_ 

Die Gleichung (16) führt noch zu einer andern Constractioii 
des Krümmungsradius. Tr^ man in dem der Richtung m 
entgegengesetzten Sinne die Strecke mK = Om auf, so hat 
man auf der Geraden Om die vier Punkte K, J, 0, G in 
harmonischer L^e; und zwar sind G und J conjugirt har- 
monisch zu und K:, denn die Gleichung Om' = mG • mJ 
giebt die Proportion: 

Om : mG •= mJ: Om, 
aus der die harmonische Proportion 

OJ _ KJ 

OG ~" KG 

folgt. Beschreibt man also aus m als Mittelpunkt mit mO 
als Radius einen Kreis und fällt aus dem geometrischen Be- 
schleunigungscentnim P die Senkrechte PJ auf OK, so ist 
G der Pol dieser Senkrechten bezüglich des Kreises vom Durch- 
messer OK. Die bekannte Constmction des Pols aus gegebener 
Polare dient dann zur Bestimmung des Krümmungscentrums 
G, wenn der Funkt P bekannt ist. 

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes findet man das 
geometrische Centmm P, wenn die Krümmungsmittelpunkte 
a und ß der von irgend zwei Punkten a und 6 beschriebenen 
Trajectorien für diese Punkte bekannt sind. Man zieht dazu 
aa und ßb, deren Schnittpunkt das Momentancentrum ist; 
hierauf beschreibt man Kreise aus a und b mit den resp. 
Radien aO und iO und construirt die Polare des Punktes a 
bezüglich des ersten Kreises, sowie die des Punktes ß bezüglich 
des zweiten Kreises; der Schnittpunkt dieser Polaren ist der 
Punkt P. 
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Aus Gleicfaui^ (17) lässt sich die Formel von Savary 
(§. 19, Form. 6) für den Krilmmuugsradius q leicht ableiten. 
Setzt man Onf=u und ■^JOP=i, so ist: 

OJ=u— - und OJ=OFcosi, 

wo nach Formel (14) 

0P=- = 



- ^^ 
S + S 

ist; mithin wird: 
oder 



Diese Formel in Yerbindung mit der oben dargelegten 
Eigenschaft des Krümmungscentrums G kann zur Construction 
des KnimmungBradius vieler Curven benützt werden. Die 
Einzelheiten über diesen Gegenstand findet man in den fol- 
genden Abhandlungen: 

Bresse: Memoire sur un theoräme nouyeau concernant 
les mouvemens plans et sur l'application de la cinematique 
a la determiuation des rajons de courbure. Journal de l'Ecole 
polytechnique, 35™ cahier. 

Mannheim: Construction des centres de courbure des 
lignes decrites dans le mouvement d'une figure qui glisse sur 
Hon plan. Journal de l'ficole polytechnique, 37"* cahier. 

Interessante Untersuchungen, die auf die Momentancentra 
der Beschleunigungen verschiedener Ordnungen Bezug haben, 
finden sich auch in den Abhandlungen von Nicolaid^e: 
Mouvement d'une figure plane dans son plan. Les Mondes, 
T. 3 et 9.*) 

165. Indem wir zu der allgemeinsten Art der Bewegung 
eines unveränderlichen Systems im Kaume zurückkehren, wollen 
wir uinebmen, dass (S) (§. 156) die feste geradlinige Fläche 

*) cf. W. Schell; Ueber den Beschleunigungazuataad des ebeoen 
unvei&iiderlicheii, in der Ebene beweglichen Systems. Zeitachr. f. Math. ' 
n. Phys., her. v, SohlCmilcli, XIX, 3. S. 186. 

Aum. d. Uebeta. 
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sei, ^reiche alle L^eu der Centralaxe im Baume enthalt, und 
(S') die mit dem beweglichen System unveränderlich verbun- 
dene geradlinige Fläche, welche alle Lagen der Centralaxe be- 
züglich der Punkte dieses Systems enthält. Die Bewegung 
des Systems kann, wie in §. 156 gezeigt wurde, durch eine 
Bewegung der Fläche '{S') auf (5) hin erzeugt werden. 

Zur Bestimmung der Geschwindigkeiten dieser Bewegung 
zu einer gegebenen Zeit t moss man die gemeinsame Er- 
zeugende (A) der Flächen (S) und (S'), d. h. die Central^xe, 
kennen, ferner die Winkelgeschwindigkeit to der Kotation um 
diese Äxe und die Translationsgeschwindigkeit k, die die Bich- 
tung dieser Äxe hat. Diese Elemente sind im allgemeinen 
veränderlich, und von der Art ihrer Äendenmg hängen die 
geometrischen Incremente der Geschwindigkeiten und mithin 
auch die Beschleunigungen der verschiedenen Ordnungen ab. 
Wir wollen nun untersuchen, wie die Beschleunigungen erster 
Ordnung sich mit Hilfe von o, k und deren geometrischen 
Deriyirten bestimmen lassen. 

Es sei (Ä) die Lage der Gentralaxe zur Zeit t, (A") ihre 
Lage auf der Fläche (S) zur Zeit t ■\- z und ein beliebiger 
Punkt der Geraden {Ä). In die Richtung dieser Geraden fallt 
die Translationsgeschwindigkeit h und die Winkelgeschwindig- 
keit <d; man kann den Punkt als Anfangspunkt beider 
Strecken wählen. Die Beschleunigung erster Ordnung v, eines 
Punktes »i des unveränderlichen Systems ist die geometrische 
Summe der Beschleunigung w^ der Kotation um und der 
Beschleunigung % des Punktes 0. Die erstere Gomponente 
bestimmt sich nach der Regel des §. 159, die letztere fol- 
gendermassen. Man bestimme die Geschniudigkeit des Punktes 
zur Zeit t -{- z, subtrahire davon geometrisch die Geschwin- 
digkeit k, dividire den Best durch t und setze t = 0. Wenn 
der Punkt zur Zeit t-\- x nach 0^ gelangt und wenn OjC 
die Senkrechte auf (^') ist, so setzt sich die Geschwindigkeit 
des Punktes 0^ zusammen aus der Winkelgeschwindigkeit 
et -{- jdm der Rotation um (^') und der längs {A) gerichteten 
Geschwindigkeit k' des Punktes Cf; die erstere dieser Ge- 
schwindigkeiten ist gleich OiO* (o -4~ ^<^)i folglich ist die 
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geometrische Differenz der Geschwindigkeiten der Punkte 0^ 
nnd gleich 



Dividirt man dies durch t, setzt t = und bezeichnet 
den Grenzwerth des Verhältnisses — *— mit s, so ergiebt sich 
ff» als Grenzwerth von — — {et + ^o). Die Grösse Ota hat 

man sich dabei als eine Strecke £ zu denken, die längs der 
Normalen im Punkt der Flächen (jS) und (S') in dem Sinne 
gerichtet ist, wohin der Punkt sich von der Fläche (S) 
entfernt. 

Für einen Beobachter, der in der Kichtung von o steht, 
die Fasse in hat und auf (Ä) hinsieht, ist also £ nach links 
hin gerichtet. 

Man hat daher zur Bestimmung der Beschleunigungen 
erster Ordnung die allgemeine Formel: 

»i'=^ + «"+wi. - (18) 

wo Äj die geometrische Derivirte der Translationsgeschwindig- 
keit h und w, die Beschleunigung des Punktes m bei der 
Botation des Systems um mit der Winkelgeschwindigkeit 
m und der Winkelbeschleunigung at^ ist; dabei ist, wie in 
§. 159 bewiesen wurde, w^ = Ü7 + ^> wenn ü die Rotations- 
geschwindigkeit des Punktes m um mit einer Winkel- 
geschwindigkeit gleich der Winkelbeschleunigung Oj und W 
die Gentripetalbeachleunigung bezeichnet, d. h. die Beschleu- 
nigung bei einer gleichförmigen Rotation des Punktes m um 
die Centralaxe mit der constanten Winkelgeschwindigkeit ra. 
Bedeutet & die Winkelgeschwindigkeit der Yerrückung 
der Centralaxe, d. h. die Winkelderivirte von (o, so lässt sieh 
(o^ in zwei Componenten zerlegen: ~ti in der Richtung von at 
und ra* senkrecht zu ro. Dadurch zerfallt U in die beiden 
Componenten V und U"; es ist nämlich JJ' die Rotations- 
geschwindigkeit, mit der Winkelgeschwindigkeit ^ ; dieselbe 
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ist gleicli h -^ und zu der durch die Centraltixe und den Punkt 
m gehenden Ebene senkrecht; die andere Componente U" ist 
die Kotationsgeschwindigkeit mit der Winkelgeschwindigkeit 
ra^ um die durch gehende Gerade, die die Richtung von 
Ol* hat 

Die Wahl des Punktes auf der Gentralase ist will- 
kürlich. Bei Äenderung der Lage von ändern sich nur 
£ und U", wt^egen die übrigen Gomponenten von ti; dieselben 
bleiben. Sind die Flächen {S) und (jS") abwickelbar, oder 
sind sie zwar windschief, haben aber zur Zeit t längs der ge- 
meinsamen Erzeugenden {A) ein ebenes Element, d. h. fallen 
die gemeinsamen Tangentenebenen dieser Flächen in den ver- 
schiedenen Punkten der Geraden (Ä") alle in eine Ebene, welche 
die Ebene der Geraden a vmA ra, ist, so ist s ffir jede L^e 
. des Punktes auf der Geraden (Ä) senkrecht zu dieser Ebene, 
Die Geschwindigkeit e, mit welcher der Punkt aus einer 
Lage der Centralaxe (A) in eine benachbarte (A') in einer zu 
(A) senkrechten Richtung übei^eht, heisst die orthogmKÜe oder 
Wechsdgeschmndigkeit ; sie hat im allgemeinen verschiedene 
Wertbe für verschiedene Punkte der Geraden (A). In dem 
Falle, wenn (S) und (S') abwickelbare Flächen mit einer 
RQckkehrkante oder Kegel mit gemeinsamer Spitze sind, wird 
die Wecbselgeschwindigkeit ff für einen Punkt auf der RQck- 
kehrkante oder in der Spitze zu Null; folglich ist auch die 
Beschleunigung t ^ Um gleich Null, d. h. der Punkt ist 
zu gleicher Zeit Momenfcancentrum der Geschwindigkeiten und 
Momentancentrum der Beschleunigungen erster Ordnung. Das- 
selbe gilt auch, wenn die Flächen (•S') und (S') windschief 
sind, aber zwei unendlich nahe Lagen (A) und {A') der 
Centralaxe als sich im Punkte schneidend angesehen werden 
können. Sind (S) nnd (5") Cy linderflächen, oder sind sie 
windschief und # c= 0, d. h. lassen sich die beiden unendlich 
nahen Lagen {A) und (^1') der Centralaxe als parallel be- 
trachten, so bat einen und denselben Werth für alle Punkte 
der Geraden {A), und es bat daher auch s = ffra denselben 
Werth sowohl nach Grösse als auch nach Richtung für jede 
Lage des Punktes auf der Geraden (A). Sind (S) und (S') 
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windschief, so Jiat ö seinen Minimalwerth im Centralpunkte 
der Erzeugenden (A),*) d. h. in dem Punkte, in welchem diese 
Erzeugende die Strictionslinie schneidet. Für diesen Punkt 
liegt die Normale der Flächen (S) und (S") in der Ebene der 
Gferaden ot und ra, und daher liegt auch £ in derselben Ebene. 
In dem Falle, wenn e die Beschleunigung des Centralpunktes 
auf der Centralaxe (A) ist, drückt die Formel (18) die von 
ßesal gegebene Regel für die Bestimmung derBeschleunigungen 
erster Ordnung eines unveränderlichen Systems aus.**) 

166. Um aus (18) die Projectionen der Beschleunigung 
Vi auf die Coordinatenasen Ox, Oy, Oz zu erhalten, wollen 
wir der Einfachheit halber annehmen, dass die Äxe Oz die 
Richtung der Centralaxe (-4) habe und im Sinne mit oo über- 
einstimme; dann ist: j) = 0, g = 0, r = ro. Die geometrische 
Derivirte h^ zerlegt sich in die geometrische Derivirte nach 
der Länge ^ und in die geometrische Derivirte nach der 

Richtung TcQ-, die erstere liegt in der Äxe Oe, die zweite hat 
dieselbe Richtung und denselben Sinn wie a>&. Die Projection ■ 
der Beschleunigung s auf die Axe Os ist gleich Null; die 
Projectionen von e auf die Axen Ox und Oy sind nach §, 25 
Formeln (3) gleich + raffj, und — oö»; daher giebt die 
Formel (18): 

2 I * ' 1 

fi,i = 2 z — t' y — arx -\ — p -]- etOy , 

vi^g ^ r'x — p's — (o^y -j — g' — «ffi, (19) 

*) In diesem Falle haben die nnendlich nahen Lagen {A) und (Ä') 
der Centralaxe ein gemeiasameB Perpendikel, anf dem der kürzeste Äb- 
BtAnd der beiden Qeradeu liegt; die Scbnittpankte diesea Peipendikela 
mit den Geraden (Ä) nud (^1') fallen beim Zaiammenfallen dieser Ge- 
raden anch in einen einzigen Punit zusammen, welcher eben der Central' 
punkt heisst. Der geometrische Ort der Centralpunkte aller Erzeugenden 
einer Fläche (iS) heisst die Strictionslinie (ligne de etriction). 

••) Besal: Memoire sur les propriötÖB g^omötriqaes du mouvement 
le plna gönSral d'ua solide. Journal del'Ecole polytechnique. 37*™ cahier. 
— Traitä de cin^matiqne pnre. 
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somit die Gleichaogen: 
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Zur Bestimmung des zweiten Momentancentruma (6, i), £) 



(20) 



In §. 160 haben wir gesehen, dass die Determinante D, 
dieses Systems linearer Gleichungen sich auf — oj^fl-* redncirt 
Ist dieselbe nicht gleich Null, so ergeben die Gleichungen (20) 
bestimmte endliche Werthe für |, ij, ^, und es existirt daher 
in diesem Falle nur ein einziges zweites Momentancentrum. 
Ist aber i>, == 0, so wird od «= 0, j)'==0, ^' = 0, *"' = -jI] ü» 
diesem Falle k&nnen, wie aus der dritten der Gleichungen (30) 
ersichtlich, die Coordinaten | und ij keinen endlichen Werth 
haben, wenn ^ nicht gleich Null ist; folglich liegt dann das 
zweite Momentancentrum im Unendlichen. Wenn aber ausser 
J?j ^ auch j7 = ist, so wird die dritte der Gleichungen 
(20) zu einer Identität, und die beiden andern Gleichungen 
(20) geben für S, Vt £ unendlich viele Werthe; dieselben ent- 
prechen den Punkten einer Geraden, deren Gleichungen sind: 

jT n — ra'g -j- A* cos (9x) -\- off« = 0, 

f (21) 

^ I — to^Tj + Ä* COS (*y) — raff^ = ; 

in diesem Falle existirt also eine Momentanaxe für die Be- 
schleunigungen erster Ordnung. Die Bedingung i), = er- 
fordert, dass entweder a ^ oder 3-^0 wird. Die erstere 
Voraussetzung giebt für die zweite Momentanaxe die Gleichungen : 

-~i; + ä#cos(*3t) = 0, g6 + Mco8(*y) -=0; 
es ist dies eine der ersten Momentanaxe parallele Gerade. 
Dieselbe liegt im Unendlichen, wenn -jj ^ ^ "'^'J ^ * nicht 
gleich Null ist. Wenn ta zur Zeit t gleich Null ist, so sind 
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alle Rotation sgeschwindigkeiten tv, w',--- gleicli Null, und es 
bleiben somit nur die Translationageschwindigkeiten, die geo- 
metrisch gleich Ti sind; die Richtung von o Sllt dann mit 
der von -jz zusammen, und die Beschleunigung jedes Punktes 
setzt sich aus \ nnd einer Botationsgeschwindigkeit von der 
Winkelgeschwindigkeit -,-: zusammen. Mithin kann man in 
diesem Falle das ganze System der Beschleunigut^en erster 
Ordnung ansehen als ein System von Geschwindigkeiten, die 
eine Centralaxe haben; m^ kann es daher durch eine Schrauben- 
bewegung hervorbringen, wenn jr nicht gleich Null ist ; es 
giebt dann keinen Punkt, dessen Beschleunigung erster Ord- 
nung gleich Null wäre. Ist aber "Sj ^ 0, so ist fc, senkrecht 
auf it; ebenso ist die Beschleunigung i;( senkrecht auf -jr, und 
man kann daher dann alle Beschleunigungen ansehen als die 
Beschleunigungen bei der Bewegung einer ebenen Figur in 
einer zu -^7 senkrechten Ebene; sie haben in dieser Ebene 
ein Momentancentrum, und die durch dasselbe parallel zu -vr 
gezogene Gerade ist die zweite Momentanaxe. 

Gesetzt, es sei fl- = 0, ^ ^ und 1» nicht gleich Null, 
Diuin gehen die Gleichungen (21) über in: 

— -^^ ?J — (0*1 -f (aOy = 0, 

Es sind dies die Gleichungen zweier der Gentralaxe pa- 
rallelen und auf einander senkrecht stehenden Ebenen. Es 
giebt daher in diesem Falle eine zweite Momentanaxe, die der 
ersten parallel ist. Die Spur dieser Geraden in der Ebene 
xy läast sich ebenso bestimmen, wie das zweite Momentan- 
centrum bei der Bewegung einer ebenen Figur in ihrer Ebene 
(s. §. 162). In dem speciellen Falle ^ = fallt jene Spur 

Somaft, HMbSDik. 1. 33 
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mit dem geometrischen 
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Centrum der Beschleunigongen 



167. Mit Hilfe der Projeetionen der Geschwindigkeit und 
der Beschlennigungen erster und zweiter Ordnung auf die 
Coordinatenaxen lassen sich (a. §, 100, 101 und 102) alle 
Grössen darstellen, die sich auf die Bestimmung der ersten 
und zweiten Krümmung der Bahn jedes Punktes des un- 
veränderlichen Systems beziehen. 

Setzt man zur Abkürzung 



und 



B = 



D = 



«iv« «l.ir »"l,. 

Vi^ Vi,y Vi,, 

die Gleichung der Normalebene und 

A(|-») + J?(, -!/) +C(E - «) = 
die Gleichung der SchmieguDgsebene. ZusammeQ genommen 
et£llen diese Gleichungen die erste Hauptnormale dar. 



Die 



ij(r-.)-c(,-s,)-o, 

C(i-x)-A{t--z)-0, 

Ä(n-y)-B{l-x)-0 

-sind die Gleichungen der zweiten Hauptuormale. Die Formeln 

geben Ausdrücke für den ersten und zweiten Krümmungsradius 
in Form von algebraischen Functionen der Coordinaten x, y, z. 

Für die Punkt«, deren erster ErOmmungaradius tinendlich 
gross ist, oder deren Beschleunigung erster Ordnung die 
Richtung der Tangente der Bahn hat, ist: 

^ = 0, 5 = 0, G=0. (22) 

Jede dieser Gleichui^;en ist eine Folge der beiden andern. 
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Man sieht leicht, dass sie Flächen zweiter Ordnung darstellen. 
Vermittelst der Formeln (19) gehen sie über in: 

ß» (p'y — 4^ +^)* — * (/a;— p'ir — oV + 1 «' — toö. j = , 

1^— cjHa^+y)+s'ie<:— i>'sy+(-p'+«'«;rja:+(^-3'— o>ff:rji/J = C 

Genaueres über die Untersuchung dieser Gleichungen 
und andere bemerkenswerthe Folgerungen, die sich aus den 
Gleichungen (22) ergeben, findet man in dem Werke von 
Besal: Trait^ de cinematique pure. Dort, sowie in dem 
Lehrbuch der theoretischen Mechanik: „Theorie der Bewegung 
und der Kräfte" von Dr. Wilhelm Schell ist die Bestimmung 
der Beschleunigungen zweiter Ordnung bei der Bewegung eines 
unveränderlichen Systems durchgeführt und sind verschiedene 
Anwendungen auf die Geometrie gezeigt. 

Ihtdliche mögliche Verscki^tigm mies freien rniveränderlichm 



168. Lehrsatz. Unier den verschiedenen Bewegung^i, ver- 
mittdst deren man ein freies unveränderliches Punktsffstem (m, 

m, m", • ■ ■) aus dner gegebenen Lage (M, M', M", ■■•) in eine 
andere gegehene La^e (3fi , Jf,', M^", ■ • ■) überßihren hinn, giebt 
es immer eine dufachste; dieselbe ist entweder eine gleichförmige 
geradlinige, oder eine gleüStförmige rotatorische, oder eine a-us 
beiden msammengeseizte Bewegung. 

Bm^eis. Verachiebungen der Punkte (m, m', m", ■ ■ •) wollen 
wir die Sehnen MMi, M'M^, M"Mi", ■■■ derjenigen Wege 
nennen, welche die Funkte zu durchlaufen haben. Zunächst 
setzen wir nun voraus, dass die Verschiebungen MM^, MM^, 
M"M" dreier nicht in gerader Linie liegender Punkte ein- 
ander geometrisch gleich sind; dann müssen, wie man leicht 
sieht, die Verschiebungen aller übrigen Punkte jenen geo- 
metrisch gleich sein, und man kann daher alle Verschiebungen 
durch eine geradlinige gleichförmige Bewegung der Punkte 
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m, m, m", ••• in einer beliebigeo Zeit t hervorbringen, mit 



gelben Geraden. 

Wenn es unter den Punkten des Syetema einen Punkt 
giebt, dessen Verschiebung gleich Null ist, so lässt sich die 
Verschiebung des Systems durch eine Rotation um den Punkt 
hervorbringen. In diesem Falle sieht man leicht ein, dass 
es noch eine Menge anderer Punkte giebt, die keine Ver- 
schiebung erleiden; sie liegen alle auf einer durch gehenden 
Geraden. Jeder Punkt A nämlich, dessen Verschiebung gleich 
Null ist, musa von den Punkten M und Mi gleich weit ab- 
stehen und daher in der durch den Mittelpunkt (i der Strecke 
MMi gehenden und auf derselben senkrechten Ebene (P) 
liegen; ebenso musa A in der durch den Mittelpunkt fi der 
Verschiebung M'M^' gehenden und zu derselben senkrechten 
Ebene {JP') liegen; folglich liegt A auf der Schnittlinie der 
Ebenen (P) und (P"). Offenbar steht jeder Punkt dieser Schnitt- 
linie von den Punkten Jlf und M,, sowie auch von den Punkten 
M' nnd JM"/ gleich weit ab; und da in den Pyramiden OMM"A 
und OM^My'A die von de« gleichen Seiten eingeschlossenen 
Flächenwinkel an den Kanten OM und OM^ gleich sind , so 
ist AM" = AMi'. Man ersieht hieraus, dass alle Punkte 
der Schnittlinie der Ebenen (P) und (P*) als unveränderlich 
verbunden mit den Punkten m, m', m", ■•• , keine Verschiebung 
erleiden. Alle Ebenen, die aich durch die Mittelpunkte der 
übrigen Verschiebungen M"M^', M"'M^", ■'■ ■ senkrecht zu 
diesen 'legen lassen, sehneiden aich in derselben Geraden OA, 
wie jene Ebenen (P) und (P"). Der Winkel zwischen den 
Ebenen OMA und OM'A ist gleich dem der Ebenen OM^A 
uud OMyÄ, und deshalb ist auch der Winkel der Ebenen 
OMA und OM^A gleich dem der Ebenen OMA und OJtf/J.; 
folglich erleidet jede durch OA gehende Ebene eine Ver- 
schiebung um einen und denselben Winkel ip, den man die 
Winkelversckkhing des ganzen Systems nennt. Offenbar läsat 
sich das System aus der Lf^e (3f, M, M", ■ ■ •) in die L^e 
JJ^i, Ml, M{',---) durch eine gleichförmige Rotation um OA 
überführen, und zwar in einer , beliebigen Zeit r mit einer 
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Winkelgeschwindigkeit gleich - . Die Gerade OA heisst des- 
halb die Are der Verschiehmg des Systems. Bedeutet A den 
Abstand der Mitte ft der Verschiebung MW von der ^xe 
OA, so hat man MM" ^ 2h tan^; da tan^ für alle Punkte 
denselben Wertb hat, so sind die Verschiebungen der einzelnen 
Funkte den Abständen der Mitten der Verschiebungen von 
der Axe OA proportional. 

Wenn sich die Verschiebung eines Systems durch eine 
Translationsbewegung nicht hervorbringen lässt, so lässt sie 
sich immer durch eine Bewegung erzeugen, die aus einer Trans- 
lation und einer Rotation um irgend einen Punkt zusammen- 
gesetzt ist, wie wir in §. 155 gesehen haben; dabei kann die 
Translations Verschiebung geradlinig und gleichförmig aein^ und 
die Rotation um eine Axe vor sich gehen, die diese Trans- 
lation erleidet. Dieselbe Verschiebung lässt sich durch zwei 
successive Bewegungen hervorbringen: zuerst eine Translation 
und dann eine Rotation um eine feste Axe, oder zuerst eine 
Rotation um eine feste Axe und dann eine geradlinige Trans- 
lation. Es sei 0(y die Verschiebung eines beliebten Punktes 
und MM^, M'Mi, •■■ gerade Strecken, die der Verschiebung 
Off geometrisch gleich sind; das Punktsystem (ff, M^, M^, ■ • ■} 
repräsentirt die Lage, in welche das System nach der Trans- 
lation mit der gemeinsamen Verschiebung Off kömmt; und 
da (ff, iWaj ^a', ■ ■ ■) iiiit (ff, M^ , M^', • ■ ■) einen gemeinsamen 
Punkt ff haben, so lässt sich das gegebene Punktsystem aus 
der Lt^e (ff, M^, M^', ■ • -) durch eine Rotation um eine ge- 
wisse Axe ffÄ in die Lage (ff, M^, Jtf/, •-■) überfahren. 
Wenn die Strecken ÖE,, OM^,--- den ffM^, ffM,',--- geo- 
metrisch gleich sind, so repräsentirt (0, M^, M^',---) eine 
Lage, in welche man das System aus der ursprünglichen Lage 
(0, M, M", • • ■) durch eine Rotation um eine gewisse Axe OA 
überführen kann; hierauf kann man es aus der Lage (0, Mg, 
Ms, ■ ■ ■} durch eine geradlinige Translation mit der gemein- 
samen Verschiebung Off in die La^e (ff, Mj, Jlf,', ■■■) bringen. 
Dabei haben alle Punkte der Geraden OA diese Translation, 
wodurch OA mit ffÄ' zusammenfallt. 
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und da überdies alle Rotationaverechiebungen JfJI4, 3f üfj',-'* 
auf der Axe OÄ senkreQht stehen, so findet man, wenn man 
die Strecken QN = MM„ ÖW' = MM^, ■ ■ ■ und dann G N, 
O'N',--- zieht, daas die letzteren in einer und derselben zu 
OA senkrechten Ebene liegen. Wir schliessen hieraus folgendes: 

1) Die Äxe der RoiationsverschieJMng steht senkrecht auf 
der Ebene, die durch die Endpunkte von drei Geraden geht, 
welche, von einem Ursprünge ausgehend, den Verschiebungen dreier 
Punkte geometrisch gleich sind. 2) Die Verschiebungen aller 
Punkte hohen gleiche Prq^ectionen auf die Axe der Botations- 
verschidmng. 

Trägt man in einer durch gehenden und zu OA senk- 
rechten Ebene (Fig. 71) OK gleich und entgegengesetzt ffN 
auf und construirt in derselben Ebene über OK als Grund- 
Fig. II. linie ein gleichschenkliges Dreieck 

2 fK -^'OMK, so daas der Winkel OMK 

\ ^ ^ gleich y -wird, so ist der Scheitel 

\ /^/^L-^A^' M ein Punkt, dessen Verschiebung 

/n IJ^ -^ ^ geometrisch gleich OJV ist. Alle 

/ \'' Q' Punkte der der Geraden OA pa- 

^ V_ __ rallelen MA!. haben Verschiebungen, 

die geometrisch gleich OH sind. 
Man kann das gegebene System von Verschiebungen als zu- 
sammengesetzt betrachten aus einer Translation mit der ge- 
meinsamen Verschiebung OJT und einer Rotation um die Axe 
MÄ. Dabei ist die Winkelversehiebung wieder <f)\ denn NCf 
oder OK ist die Rotationsverschiebung des Punktes und 
Winkel OMK ^ 9 ist die Winkelverschiebung. 

Die kleinste von allen Verschiebungen stellt sich dar als 
Perpendikel ÖP auf de^Ebene ffNN'. Die Punkte, deren 
Verschiebungen gleich OP sind, liegen auf der der Axe OA 
parallelen Geraden (C) und verschieben sich in dieser Geraden, 
Man kann das ganze System der gegebenen Verschiebungen 
als zusammengesetzt ansehen aus einem Translaüonssjstem 
mit der gemeinsamen Verschiebang OP und einem Rotations- 
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System um (C) mit der Winkel ver Schiebung 93. Ein derartiges 
zusammengesetztes System von Yerschiebungeu lässt sich durch 
eine Sckraubenbewegung erzeugen. Die Gerade (C) heisst 
die CentnUaxe. Der Scheitel C des gleichschenkligen Dreiecks 
OOi^C, das in der zu OA senkrechten Ebene über OOi = PO' 
als Grundlinie mit dem Winkel OCO^ ^ <p an der Spitze con- 
struirt wurde, ist einer der Funkte der Oentralaxe. Durch den 
Punkt C geht aber die Mittelsenkrechte von 00^. Man kann 
also sagen: Wenn man auf der Frojectwn emer beUdngen Ver- 
schiänmg auf eine mr Äxe AO senkrechte Ebene die Mittel- 
senkrechte errichtet, so geht dieselbe durch die Spur der Cenlral- 
axe in dieser Ebene. Auf Grund dieser Eigenschaft lässt sich 
die Centralax^ mit Hilfe der Projectionen zweier Verschiebungen 
auf eine zur Axe OA senkrechte Ebene bestimmen. 

Sind alle Verschiebungen MM^ , M"M.(, ■ - ■ einer Ebene 
parallel, so ist OP = und die Centralaxe (C) ist nur Ro- 
tationsaxe. Man sieht hieraus, dass sich die Verschiebung einer 
Irenen Figur in ihrer Ebene immer durch eine Rotation um 
emen gewissen Punkt hervorbringen lässt, welcher sich als Schnitt- 
punkt der Mittelsenkrediten der Verschiebungen zweier PunUe 
ergiebt 

169. Zwei oder mehr auf einander folgende V^schi^ungen 
lassen sich durdi eine einzige Verschiebung ersetzen. 

Sind «, b, c, ■■■ k successive Translationsverschiebungen, 
so ist ihre geometrische Summe (i + i-f-c + --- + ^die 
Translationsverschiebung, durch welche das System aus der 
ursprünglichen L^e in diejenige gebracht werden kann, welche 
ea nach der Verschiebung k einnehmen soU. Auch ist leicht 
zu sehen, dass die Reihenfolge der Verschiebungen a, b, c, ••• h 
auf die resultirende Bahn des Systems keinen Einfluss hat 

Offenbar können auch zwei auf einander folgende Rotations- 
verschiebungen um einen und denselben Punkt durch eine 
einzige Rotationsver Schiebung nm denselben Punkt ersetzt 
werden. Die Lage der Axe und die WinkeWerschiebung der 
resultirenden Verschiebung bestimmen sich folgendermassen. 
Man denke sich eine Kugel nmO als Mittelpunkt beschrieben 
(Fig. 72); A sei die Spur der Axe der ersten Botationsver- 
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BchiabuDg, S die der Äxe der zweit«D, auf die erste folgendeii 

Kotations Verschiebung auf dieser Kugel, k und ß die ent- 

Fig 7s sprectenden Winkelverscliiebungen. Trägt man 

^' an den durch A und B gehenden grössten Kreis 

nach beiden Seiten des Bogens AB im Punkte A 

sphärische Winkel gleich -^ und ebenso im Punkte 




V B sphärische Winkel gleich ^an, so erhält man 
als Schnittpunkte dar Schenkel dieser Winkel die 
beiden gegen den Bogen AB symmetrisch gelegenen Punkte 
C und C'. Die erste Verschiebung führt nun den Funkt C 
nach C, die zweite den Punkt C nach C, so dass also C 
nach den beiden Verschiebungen wieder an seinen ursprüng- 
lichen Ort zurückkehrt; dieser Punkt ist daher die Spur der 
Axe der aus den beiden gegebenen reaultirenden Eotations- 
verschiebung. ■ 

Die Rotation um {B) führt das Dreieck ACB in die 
Lage A'CB über; CA' ist die L^e des Bogens CA infolge 
der Dotation um C mit der Winkelverschiebung ■ 

ACA' ^Z60''—2ACB. 
Der Winkel ACB bestimmt sich aus dem sphärischen Drei- 
ecke ABC durch die Winkel ^ , ^ und die Seite AB. 

Zwei auf einander folgende Rotationsverschiebungen um 
parallele Axen reduciren sich auf zwei auf einander folgende 
Verschiebungen einer ebenen Figur in einer zu den Axen 
senkrechten Ebene. Man denke sich in Fig. 72 die Kugel 
durch eine Ebene ersetzt, so dass A die Spur der ötsten, B 
die der zweiten Axe in dieser Ebene, a und ß die Winfeel- 
V erschieb UDgep und die Dreiecke ABC, ABC geradlinig sind. 
Durch dieselben Schiusafolgerungen, wie im vorigen Falle, 
ergiebt sich dann C als Spur einer der gegebenen parallelen 
Axe, um welche eine einzige Verschiebung stattfinden kann, 
die die beiden gegebenen ersetzt. 

Ist I + I == 180", so liegt der Punkt C im Unendlichen. 
Man kann in diesem Falle die Rotation um B als der um A 
entgegengesetzt betrachten mit derselben Winkelversehiebung a. 
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Zwei solche Rotationen bilden ein Paar; jedes Rotationspaar 
lässt sich durch eine Translation ersetzen. Um sich hiervon 
zu überzeugen, sei B, (Fig. 73) die Lage des Punktes B vor 
der Rotation um A und A^ die des Punktes A nach der ßo- 

y^ j^ tiAiamim B;da.xma-^BjAB'=^ABAf=tt, 

■3 so ist ÄAi = BiB] also erleiden die beiden 

Punkte A und B, der Geraden AB,, die der 

^Jl beweglichen ebenen Figur angehört, geometrisch 

gleiche Verschiebungen; daher ist die resul- 

y^ tirende Verschiebung eine Translation nach 

derjenigen Seite hin, wohin die erste Rotation 

Tor sich geht. Die Grösse der gemeinBamen Verschiebung ist 

2^Bsin|. 

Ausführlichere Untersuchungen über die Zusammensetzung 
der Verschiebungen und über die Abhängigkeit der Lag^ des 
Systems von der Reihenfolge, in der die Verschiebungen auf 
einander folgen, finden sich in der Abhandlung von C. Jordan: 
Memoire sur les groupes de mouvements in den Aunali di 
Matematica pura ed applicata diretti da F. Brioschi e L. Cre- 
mona, Serie IL T. IL 

Die Abhandlungen von Chasles in dem 52. Bande der 
Comptes rendus hebdomadaires des s^ances de l'Academie des 
sciences (Paris 1861) enthalten manche andere interessante 
Eigenschaften der endlichen Verschiebungen. 

Von den Eigenschaften der Verschiebungen kann man 
mit Leichtigkeit zu denen der Geschwindigkeiten Übergehen, 
indem man die Verschiebungen unendlich klein annimmt und 
unendlich kleine Grössen höherer Ordnung, d. h. solche, die 
von den Beschleunigungen abhängen, vernachlässigt. Die Axe 
einer unendlich kleinen Rotationsverschiebung um einen Puukt 
wird zur Mo'mentanaxe der Rotation oder zur Axe der Ge- 
schwindigkeiten, und die Centralase der unendlich kleinen 
Verschiebungen wird Centralaxe der Geschwindigkeiten. 

170. Die Existenz einer Rotationsaxe bei einer endlichen 
Verschiebung um einen festen Punkt lässt sich folgendermassen 
analytisch nachweisen. 

Man denke sich drei zu einander rechtwinklige Axen, die 
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Tou einem festen Funkt ausgehen und mit dem um ro- 
türendeu Systeme unveränderlich verbunden sind; es seien 0|, 
Ot], 0§ die L^en dieser Axen vor der Verschiebung des 
Systems und Ox, Oy, Oz ihre Lagen nach derselben; ^,17,^ 
Beien die Coordinaten eines Systempunkt«s m bezüglich der 
ersteren Axen und x, y, z seine Coordinaten bezaglich der 
zweiten Axen. Nach den Formeln für die Coordinatentrans- 
formation bat man dann: 

I = «la; + fciJ/ + CjS, 

ij = oja; + &gy + c^e, (1) 

£ = 03a; + 6sj/ + c^s, 
■wo (o,, «aj ^)> (Pi> ht h)i (*^if <^äj ''s) ^iö Cosinus der Winkel 
sind, welche die Axen Ox, Oy, Oz mit den Äxen 0%, 0% 
0% bilden. Diese Cosinus genügen den folgenden Bedingmigs- 
gleichungen: 

ajCj 4" '*2'^ + %*'3 ^ 0, (2) 

flifti + Ogii + «3*3 = 0; 



öl* + «S* + V = 1. 

K + W + K = 1, 

Cl' + Cj' + <^* = 1, 
femer den Gleichungen: 

< + *i' + f^i' = 1. 

< + 6/ +c,' = l, 

V + V + V = 1. 

Endlich gelten noch die Beziehungen: 
«1 &, 



«aOs + 636^ + Cj,Cj = 0, 



«2 &3 C3 



= 1, 



= c^a^ — «»C3, 

= «jSs— &2Ö3) 



- C,Äs, 



(3) 



Cj = «jfc, — 6gOj, Cj = «[bj — t^o,. 
Ist die Verschiebung des Punktes (|, j], t) gleieh Null, 
ao ist X ^ ^, y ^t], e ^ ^ und es folgt dann aus den Glei- 
chungen (1): 
I = OiS + bii) + Ci^, («I - 1) I + 6,.? + c,£ = 0, 

iI = aal + M + c,£, oder o,| + (6, - 1) 1, + Cj£- 0, (4) 
i = a^t + hv + Cst, «3« + ft«?) + ((^ - 1} £ = 0. 
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Solleu aber die letzten drei Gleichungen durch ein an- 
deres Werthsystem von |, ij, t, als 0, 0, erfüllt werden, so 
ist nothvendig und hinreichend, dass die Determinante 
«i — ], 6,, C| 

zu Null werde. Man überzeugt sich leicht, dass dieselbe 
identisch gleich Null ist. Nach der bekannten Ädditionsregel 
für Beterminantea hat man nämlich: 



i h Cl 



«1 c, 
I *^ «^ I 



a^ &* 



+ Oj + 6, + c, - 1. 
Dies wird jedoch nach den Formeln (3) identisch zu 
Null,*) Ist aber D = 0, so stellen die Gleichungen (4) eine 
durch den Coordinatenursprung gehende Gerade dar, welche 
die Kotationsaxe ist. Bezeichnet man mit D^, die Derivirte 
der Determinante D nach dem Elemente der r*™ Zeile und 
s*^ Colonne, so lassen sich die Gleichungen (4) durch die 
folgenden ersetzen: 

|:ii:£ = 7>h:As:A3 = Ai:A»:A3 = Ai:-Ds»:-D3s; (5) 
mit Hilfe der Gleichungen (3) findet man dann; 



*) Dmb J>^0 ist, lässt B\ch auch folgendennaeaen beweisen. Man 



maltiplicire D mit der Determinante 



, indem 



1«.5. ■ 






Formeln (2) beachtet. Dadurch erhält man — J>, folglich ist D ^ ~ D, 
also D — 0. Euler, von dem der Beweis für die Griatenz der Rotations- 
ase für eine endliche Verschiebung um einen Funkt herrührt, gab in 
seiner Abhajidlung: Formulae generales pro translatione qoacnnquo cot- 
pomm rigidorum (Novi Comm. Ac. Petrop. 1775, T. XX.) die Gleichung 
J> = noch nicht. Dies that erst Lezell in der Abbandlnng; Theoremata 
nonnulla generalia de translatione corpornm rigidorum (Novi Comm. Ac. 
Petrop., "T. XS). Der Beweis dafür, dasa Z) = ist, ergiebt sieh auch 
am den Eigenschaften der schiefen Determinanteo (Brioschi: Theorie 
. des d^terminants). 
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Ai = «1 — &2 — "s + 1» 

Al =»! + «., 
Ai = c, + a,, 

A. = 6, + «», A» = «ä + ÖS, 

Djj = Cj, + Ja, Uss = Cj — aj — &j + 1. 

Da aber Z»„ = Ar ist, so ist J)„ = + /Ä^ VA^ und 
somit gehen die GleichoDgeu (5) ia die folgenden über: 

6 = ''__ = £ /g-, 

±1^A. ±1^^. ±V^' ^ ^ 

wo die Zeichen + sich nach dem Vorzeichen von 

bestimmen. 

171. Es seien wiederum (t, (i, ft",--- die Mitten der 
VerschiebungeH MMi, M'Mj, Jtf'Jlf,", ■•■ Die halben Ver- 
schiebungen (iM„ i^'M,', (i."3f,", - ■ ■ i^Ppräsentiren ein System 
von Strecken, die auf den durch die Punkte [i, n', fi", ■ ■ • und 
die Äxe OA gehenden Ebenen senkrecht stehen; sie sind über- 
diess den Abständen jener Punkte yod A proportional. 
Folglich kann man diese halben Veracbiebungen betrachten 
als die Geschwindigkeiten einer Kotation des Punktsystems 
(ß, (*', fi", •■■) um die Axe OA mit' einer Winkelgeschwindig- 
keit H, die gleich tan ^ fp ist und nach der Kegel des §. 36 
auf der Axe OÄ aufgetragen wird. Bezeichnet man mit 
k, ft, V die Projectionen von £1 auf die Axen 0|, Oij, 0£, 
so kann mau mit Hilfe der Euler^ sehen Formeln die Projectionen 
der halben Verschiebungen fiM^, fi'M/, ft"Jlf,", ••• auf diese 
Axen aasdrQcken, Die Coordinaten (|, n, t) des Punktes m 
erhalten infolge der Verschiebungen des Systems die Incremete 
^1, iiij, z/g; die Hälften dieser Increment« sind die Pro- 
jflctionen von MMi auf die Axen 0|, Otj, 0^, und g + ^■^1» 
tj-^-^jJi], 6 + ^ //£ sind die Coordinaten des Punktes (i. 
Mithin erhält man nach den Formeln (3) §. 25: 

i^j-f.a + i^£)-v(, + i^,), 

i^^-r{l + i^()-l{t+iJO, (7) 
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Hieraus ergeben sich die Ausdrücke für die Projectionen 
der ganzen Verschiebung MMi auf die Coordinatenaxen als 
Functionen der Coordinaten des Punktes m. Die Gleichungen 
(7) lassen sich in Form linearer Gleichungen folgendei 
schreiben : 

J^ + v^n - [i.Jt = 2(ig - 2vri, 
ans diesen Gleichungen findet man: 

^E = I [- (M" + "^j 6 + (ic - ") •) + {>■<■ + c) tl, 



^1 - i [(»/' + •') I - {>■' + "■) 1 + fr" - i) t], 



(8) 



1, K, 



. 1 + i' + p' + . 



Man kann die Grössen ^|, ^i;, ^g auch unmittelbar 
mit Hilfe der Formeln (1) erhalten. Da % jj, £ die Coordinaten 
des Punktes M in Bezug auf die Äsen Ox, Oy, Oz sind und 
£ + i/|, 1) -j- Jri, & + ■^S <J>ß Coordinaten desselben Punktes 
in Bezug auf die Äsen 0^, Otj, Ot, so erhält man nach den . 
Formeln (1): 

folglich wird: 

.. z/S = K-l)g+ 6.1J + c,§, 
^»)= OsS +(6,-l)i?+ c,g, 
^g= «sl + hv +(C3-I)e.' 
Durch Vergleichung dieser Ausdrücke für J^, ^■rj, J^ 
mit den unter (8) gegebenen erhält man die Gleichungen, 
welche zwischen den neun Cosinus o,, 6,, c^, Oj,--- und den 
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drei Grössen X, n, v beBtehen; aus ilineii ei^eben sich die 
folgenden bemerkenswerthen Ausdrücke för die neun Cosinus: 

«I — 1 (*C + ')> 

a. - ! (/v - rt, (9) 

Diese Formeln dienen zur Bestimmung der Lage {Ox, 
Oy, Oej, welche die Axen (0|, Oij, Og) infolge der ßotation 
um die Axe OA annehmen. 

Wenn umgekehrt die Lage {Ox, Oy, Oz) gegeben ist, 
welche das Axensystem (0|, Or], 00 nach einer beliebigen 
Verschiebung einnimmt, d. h. wenn die neun Cosinus a^, 6,, 
^u 'hl'" bekannt sind, so lassen sich die Grossen /, ft, v 
bestimmen, und man kann dann mit Hilfe dieser Grössen die 
Lage der Eotationsaxe OA und die Grösse der Winkelverschiebong 
9) finden. Addirt man nämlich die Formeln für %, &,, c,, 
80 folgt: 



Ol + *^ + '^ = 


'J^^ 


->•), 


»Iso: * - - 


+ B 


+<i + l' 


mer findet man: 












h-'.-i 


>., 0, 


-«j 


-^ «.- 


-', 


4 


h-'. 


, f" 


5r+ 


— <h „ 

, + C + l' ^ 


-s 


«,-», 


«■+S, + <i + I 


+»,+4 + 1 


ir den Winkel rp 


erhält 


man 


die Forqiel: 




« 


1^« ' = 1/ 


1! J-, 


> r . 


3 1/3-", 


-»■ 


— *s 



Fügt man zu den AusdrQcken (8) fUr die Projectioneu 
der ßotation sverschiebung auf die Äxen 0|, 0^, Ot die Pro- 
jectionen der Translationsverschiebung auf dieselben Axen 
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hinzu, Bo erhält man allgemeine Formeln für die Projectionen 
einer beliebigen Verschiebung. Mit Hilfe dieser Formeln 
kann man die oben bewiesenen Figenschaften der endlichen 
Verschiebungen analytisch ableiten. Diese Untersuchung findet 
man auBfübrlich durchgeführt in der Äbhimdlung von 0. Bo- 
drigues: Des'lois geometriques qoi r^gisaent les deplacements 
d'un Systeme solide dsjis l'espace et de la Variation des co- 
ordonn^es provenant de ces deplacements cönsid^r^s ind^- 
pendamment des canses qui peurent les produire. Journal de 
LiouviUe T. V, 1840. 

172. Die drei Grössen il, it, v, durch welche sich die 
Cosinus der Ton einem Systeme rechtwinkliger Coordinaten- 
asen Ox, Oy, Oe mit einem andern 0|, Otj, 0£ gebildeten 
Winkel ausdrücken lassen, können die drei, Winkel <p, ^, # 
ersetzen, durch welche nach Euler (s. §. 151) die Lage des 
ersten Axensystems gegen das zweite bestimmt wird. Sind 
die Axen 0|, Oij, Ot, fest und Ox, Oy, Os mit dem um 
rotörenden Systeme unveränderlich verbunden, so werden die 
Grössen X, [i, v zu Functionen der Zeit. 

Cayley*) bat gezeigt, wie sich die Projectionen der mo- 
mentanen Rotations Winkelgeschwindigkeit auf die Axen Ox, 
Oy, Os als Functionen der Grössen A, ^, v und deren De- 
rivirten nach der Zeit darstellen lassen. Man hat dazu nur 
die Ausdrücke (9) in die Formeln (40J des §. 150 einzusetzen. 
Nach Ausfahrong dieser Substitution und Vornahme aller 
KOrzungen ergiebt sich: 

P = j{v^' — ^^' -\-^'), 

ff = |(Av'-i;r + ^'J, (10) 

Bezeichnet man mit et^, e},^, ca^ die Projectionen der mo- 
mentanen Winkelgeschwindigkeit a auf die festen Axen 0|, 
Oij, Ot, so erhält man mit Hilfe der Formeln (10). und (9): 



*} Tbe Cambridge and Dublin MaÜiematical Journal, T. t, 1846.- 
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ra.: = j ((IV — Vfl' + i')> 

a., = l{vl'-iv' + (i% (U) 

co;=f^(i(i-' — li^' -\-v'). 

Diese Ausdrücke unterscheiden sich von den vorhergehenden 

nur durch die Yorzeiehen der Determinanten zweiten Grades 

fiv' — vfi, vi' — Iv, Xu' — fiX'. (12) 

Bedeutet nun wieder 90 die Winkel Verschiebung derjenigen 
endlichen ßotationsverschiebung, durch welche das Asensystem 
(06, Oij, Og) in die Lage (Ox, Oy, Os) übergefiährt werden 
kann, und trägt man auf der Axe dieser Rotation die Länge 
i^^tan^^i auf, so sind )., n, v die Projectionen von Sl auf 
die Axen Og, Otj, Og und auch auf die Axen Ox, Oy, Oz] A', ft', v 
aber sind die Projectionen der geometrischen Derivirten Sl, auf 
die Äxen 0|, Ojj, Og. Die Determinanten (12) sind nun die 
Projectionen einer Strecke k auf die Axen 0|, Ojj, Og, welche 
Strecke gleich der Fläche des aus Sl und ß, zu consttuirenden 
Parallelogramms ist; dabei steht k senkrecht auf der Ebene 
jenes Parallelogramms und ist im Sinne einer rechtläufigen 
Drehung des Sl^ um ß gerichtet Bedeuten also k^, k,„ Ä; jene 
Projectionen, so lassen sich die Gleichungen (10) und (11) 
schreiben : 

p = J (l' - %), S = l (^' - k,), r = l{y'- hl (13) 

2 / ' I T ^ (14) 

Aus diesen Formeln ergiebt sich eine einfache Gonstruction 
für die Momentanaxe c>, wenn Sl und Sl^ bekannt sind. Die 
Formeln (14) zeigen nämlich, dass die Geraden ra, k und ß, 
in derselben Ebene liegen; denn die Determinante: 

»5, Oij, (P; i' + ^jf (*' + ii,, v' -j- i( 

ftj, 4pj, Ä; = -, kl, k^, Aj 

A', ft', v' A', (*', w 

ist gleich Null. Die Grössen 0»:, o,j, o; sind die Coordinaten 
des Endpunktes J) der momentanen Winkelgeschwindigkeit m 
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bezüglich der Äxen 0|, Oij, 0£; p, q, r sind die Ooordinaten 
desselben Punktes für die Äsen Ox, Oy, Oz, oder die Co- 
ordinaten bezüglich 0|, Oii, 0£ desjenigen Punktes E, welcher 
infolge der endlichen Verschiebung, die das System der Axen 
(Og, Oti, Ot) in die Lage {Ox, Oy, Os) bringt, nach B ge- 
langt. Daher sind 

die Projectionen der halben Verschiebung DE auf die Axen 
Og, Otj, 0£. Da dieselben den Projectionen der Strecke K 
proportional sind, so steht DE auf der Ebene der Geraden 
ß und ßi senkrecht und liegt die Mitte C von DE auf der 
Geraden Si^. Hieraus sieht man, dass die Ebene der Geraden 
a und o> mit der Ebene der Gieraden Sl und Sl^ den Winkel 
i 9> bildet. Es ist also die Momentanaxe m die St^nittlini^ der 
Ebene der Geraden K und ß^ mit einer durdi ß gehenden Ebene, 
die rmt der Ebene der Geraden Sl und Siy den Witi^l Jqs 
bOdet. 

Die Formeln (14) liefern: 

" ~ ~~ i + ü" 



s(oÄ) = ^, acos(eß,) = 



» cos (mk) ' 



aiQÜi Bin (flu,) 



Die erste dieser Formeln zeigt, daaa die Protection der 
momentanen Winkelgeschwindigkeit auf die Axe derjenigen end- 
lichen VerscJiiebung , durch welche das System der Axen 0|, 
Ol), 0£ in die Lage Ox, Oy, Os übergeführt wird, gleich der 
Derivirten der entsprechenden Winkelverschiebmig nach da- Zeit ist. 
Die Formeln (10) geben noch folgende: 
l' = \{Xm-\-p-i- iir — vq), 
fi =i{ttm + q + vp — Kr), (15) 

y' = i(vm + r-]->.q-(tp), 
wo 

m = Aj) + ftg + vr. 



izecy Google 



- 370 — 

173. Verlegt man den Ursprung der festen A^en nach 
einem andern Punkt A mit Beibehaltung der BidttoDgen der 
Axen und bezeichnet man mit a, b, c die Coordinaten des 
Punktes bezüglich der neuen Äsen, so hat man nach den 
allgemeinen Tronsformationsfonneln : 

g = a ^. a^a; + 6,y + c^z, 

ri^h -\- a^ •{■ \y -\- c^z, (16) 

£= c + a,a; + J^jZ + f^Ä, 

wo X, y, z die Coordinaten eines beliebigen Punktes m be- 
züglich der Axen Ox, Oy, Os sind und %, t], g dessen Co- 
ordinaten für die festen Axen A^, Ati, A^, deren Ursprung 
A ist. Dabei lassen sich die neun Cosinus a^, bj, Cj, a^,--- 
wieder nach den Formeln (9) als Functionen der drei Grossen 
A, (>,, V ausdrücken, welche die Axe und die Winkelverschie- 
bung derjenigen Rotationsbewegung bestimmen, durch welche 
ein dem festen paralleles von ausgehendes Axensystem in 
die Lage der Axen Ox, Oy, Os übergeführt werden kann. 
So lässt sich also die Lage der Axen Ox, Oy, Os und des 
ganzen unveränderlichen Punktsystems (»», m, m", ■ • ■) mit 
Hilfe der sechs Argumente (o, h, c, K, ft, v) bestimmen. Bei 
stetiger Bewegung des Systems bleiben die Coordinaten x, y, b 
constant, während die Argumente a, h, c, X, fi, v Functionen 
der Zeit werden. Mit Hilfe dieser Functionen lassen sich die 
Coordinaten |, tj, £ jedes Systempunktes als Functionen der 
Zeit ausdrücken. Die ersten Derivirten dieser Coordinaten 



II - S' + a',. + h;y + <?,«, (17) 

n -"' + «> + *■.!' + «'.» 

sind die Projeetionen der Geschwindigkeit des Punktes {x, y, ^} 
auf die Axen A%, Ar^, A^,- Die Derivirten a\, b\, c',, a\,--- 
enthalten die Derivirten l', ji', v, die man mit Hilfe der 
Formeln (15) elimiuiren kann; dadurch erhält mau die Grössen 
(17) ausgedrückt durch die Variablen a, b', c', X, ji, v,p, q, r. 
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Dabei sind ä, V, e die Projectionen der Geschwindigkeit des 
Punktes auf die Axeu A%, At), Ä^. Durch successive 
Differentiation der Formeln (16) ei^eben sich Ausdrücke für 
die Projectionen der Beschlennigungen auf die festen Axen 
At, Ari, At 



SVI. Oapitel. 
Mögliche Bewegungen einea unfreien nnvei&iderlicheii Sjetens. 

174. Aus den Austubrungen des vorliergehenden Para- 
graphen folgt, dasB sich die Coordinaten der Punkte eines 
unveränderlichen Systems bezüglich der festen Axen als 
Functionen von sechs Argumenten a, b, c, i., (i, v darstellen, 
die man als unabhängige Variable betrachten kann, wenn das 
System yoUkommen frei ist. Diese Argumente lassen sich, 
wenn nöthig, als Functionen von sechs anderen unabhäng^en 
Variablen ausdrücken, welche man dann als neue Argumente, 
die die L^e des Systems zu bestimmen fähig sind, ansehen 
kann.' Wenn die sechs Argumente, mit deren Hilfe sich die 
Lage eines unveränderlichen Systems bestimmen lässt, ii^end 
welchen Bedingungsgleichungen oder -Ungleichungen genügen 
sollen, die entweder nur diese Argumente oder die Argumente 
und die Zeit enthalten, so wird das unveränderliche System 
zu einem tmfreien oder geswangenen. 

Die mechanischen Verbindungen, von denen derartige Be- 
dingungen herrühren, können entweder befestigende oder nicht . 
befestigende sein (§, 121). Die befestigenden Verbindungen 
liefern Bedingungsgleichungen zwischen den Argumenten. Wenn 
die Zeit nicht explicit in diesen Gleichungen vorkommt, so 
darf die Anzahl der verschiedenen Gleichungen dieser Art 
sechs nicht übersteigen (§. 122). 

Im Falle von sechs Bedingungsgleichimgen ist d&s un- 
veränderliche System unbeweglich, da die Alimente dann 
constante Werthe erhalten. Im Falle von fünf Bedingungs- 
gleichungen sind die Verbindungen volüumme»e\ dann be- 
schreibt im allgemeinen jeder Punkt eine bestimmte Trajectorie, 
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deren Gleicliimgeii man erhält, indem man die sechs Ar- 
gumente mit Hilfe der fünf Bedingungsgleichungen aus den 
drei Gleichungen, welche die Coordinaten des betreffenden 
Punktes als Functionen der Argumente ausdrflcken, eliminirL 
Einige besondere Funkte können dabei fest bleiben. Bei 
vier Bedingungsgleichungen kann sich im allgemeinei^ jeder 
Punkt auf verBchiedenen , auf einer Fläche gelegenen Tra- 
jectorien bewegen; jene Fläche mag die Trajectorienfläche 
heissen. Ihre Gleichung erhält man dadurch, dass man die 
sechs Ar^^mnente aua den Gleichungen (16) §. 173 und den 
vier Bedingungsgleichungen eliminirt. Einige besondere Punkte 
könuen dabei bestimmte Trajectorien beschreiben oder fest 
bleiben. 

Wenn die Verbindungen nicht mehr als drei Bedingungs- 
gleichungen ergeben, so kann sich im allgemeinen jeder Punkt 
mit Ausnahme specieller Fälle nach allen Bichtongen des 
Raumes bewegen. 

Ein fester Körper mit zwei festen Punkten A und B ist 
ein unveränderliches System mit fünf befestigenden Verbin- 
dungen. Die Coordinaten der Punkte A und S sind nämlich 
sechs Grössen, zwischen denen die Bedingung besteht^ dass 
die Länge AB unveränderlich ist; man kann sie daher als 
Functionen von fünf unabhängigen Grössen ansehen, die wegen 
der ünbeweglichkeit der Punkte A und B constaut bleiben 
müssen: dies liefert fünf Bedingungsgleichm^en. Jeder nicht 
auf der Geraden AB gelegene Punkt des Korpers kann sich 
nur auf der Peripherie eines Kreises bewegen, dessen Mittel- 
punkt auf AB liegt und dessen Ebene auf dieser Geraden 
senkrecht steht. Alle Punkte der Geraden AB sind fest. 

Ein starrer Körper, der sich parallel einer festen, un- 
veränderlich mit ihm verbundenen Axe (-4) bewegen und um 
diese Aie drehen kann, ist ein unveränderliches Punktsystem 
mit vier befestigenden Verbindungen. Die Lage der gegebenen 
Aie (ji) lässt sieh dnrcb die Coordinaten eines ihrer Punkte 
A und durch die Winkel bestimmen, welche sie mit den festen 
Coordinatenaxen bildet. Diese sechs Grössen lassen sich, mit 
Hilfe der Gleichui^en der Axe selbst und der zwischen den 
Winkeln bestehenden Gleichungen als Functionen von vier 
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Grössen ausdirückeu, welche constaat bleiben müssen. Dies 
liefert aber die vier Gleichungen der Verbindungen. Im vor- 
liegenden Falle kaim sich jeder nicht auf der Axe (Ä) ge- 
legene Pxmkt auf einem Kreiscylinder bewegen, dessen Axe 
die Gerade (A) ist; jeder Punkt der Axe {Ä) kann sich nur 
auf dieser Geraden bewegen. 

Wenn sich der Punkt A eines starren Körpers auf einer 
gegebenen festen Fläche (S) bewegen und die mit dem Körper 
unveränderlich verbundene Gerade AB einer gegebenen Geraden 
parallel bleiben soll, so hat man nur drei Bedingungen, näm- 
lich die Gleichung der Fläche und die Bedingungen, dass die 
beiden Winkel, durch welche die Lage der Geraden ÄS gegen 
die festen Coordinatenaxen bestimmt ist, constant bleiben. In 
diesem Falle kann sich jeder nicht auf der Geraden AB ge- 
l^ene Punkt nach allen Richtungen hin bewegen, während 
die Punkte der Geraden AB auf bestimmten Flächen verbleiben. 
Doch kann auch bei drei Bedingungsgleichungen der Fall 
eintreten, dass es keine Punkte giebt, die sieh nach allen 
RicbtuDgen hin verschieben können; z. B. wenn ein Punkt 
feat ist. Man hat in diesem Falle nur die drei Bedingungs- 
gleichungen, welche die Unveränderüchkeit der Coordinaten 
a, b, c des Punktes ausdrücken; jeder andere Punkt kann 
sich nur auf einer Kugel vom Mittelpunkte bewegen. Dieser 
Umstand erklärt sich dadurch, dass die gegebenen Bedingungen 
die Argumente l, (t, v nicht enthalten und dass diese aas 
den Gleichungen (16) eliminirt werden können. Man erhält 
dadurch eine Gleichung 

Ö-»)' + (l-*)' + (S-»)'-l" + !(" + »", 
die zwischen den Coordinaten %, rj, g eines beliebigen System- 
punktes besteht. 

176. Jede Bedingongsgleichung zwischen den sechs Ar- 
gumenten von der allgemeinen Form 

f{a, h, c, l, (1, v) = 
liefert eine Differentialgleichung 

rJ + 1^' +%'^ + %.>■' + r,'' + %"■ -" W 

zwischen den Derivirten o', 6', c, X, (t', v der sechs Argumente. 
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Diesen Derivirteu eotspricht ein System m&glicher Ge- 
schwindigkeiten, das sich zerlegen lässt in ein Trumlations- 
system mit der gemeinsamen Geschwindigkeit k, die der Pnnkt 
hat, und in ein Botationssystem um diesen Pnnkt mit der 
Winkelgeschwindigkeit m. Bedeuten a, ß, y die Projectionen 
der Gieschwindigkeit k auf die Axen Ox, Oy, Os, 80 hat man: 

a' = «1« + ^1^ + <^iYt 
h' •= CjO + biß + c^y, 
c' -= «5« + &,j3 + (^y. 
Mit Hilfe dieser Fonneln und der Formeln (15) lässt 
sich die Gleichung (18) auf die Form bringen: 

Aa-\-Sß-\-Cy + Pp-\-Qi-\-Er = 0. (19) 

Hierin kann man A, B, C als die Projectionen einer ge- 
wissen Strecke H auf die Coordinatenaxen ansehen und ebenso 
P, Q, li als die Projectionen einer andern Strecke K; daher 
lässt sich die Gleichung (19) durch die fönende erBeizeu: 

■ m-\-K^ = 0. (20) 

Wir werden S und K die Parameter der Verbindung (20) 
nennen. Aus der Definition, die in §. 115 für die Differential- 
parameter einer Function mehrerer Punkte gegeben wurde, folgt, 
dasB H und K die Differentialparameter der linken Seite der 
Gleicbnne (19) sind, in Bezug auf die Punkte, deren Co- 
ordinaten («, ß, y) und (p, q, r) sind. 

Da diese Gleichung in Bezug auf h und m homogen 
ist, so kann man, nachdem man ein jener Gleichung genügendes 
System der Gr&ssen h und cd gewählt hat, diese Grössen k 
und a, ohne die Gleichung zu ändern, nach demselben Ver- 
hältniss ändern, indem man ihre Richtungen unverändert lässt. 
Wir werden daher zwei Geschwlndigkeitssysteme, in denen 
Je und ra dieselben Eichtungen und dasselbe Yerhältniss haben, 
als dieselben betrachten. Der Kürze halber wpllen wir das 
durch die Grossen k und m bestimmte Gesehwindigkeitssystem 
mit (Je, ai) bezeichnen. 
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Ist K=0, so giebt die Gleichung (20) h cos (Hh) = 0; 
in diesem Falle muBS also die Translationsgeachwindigkeit k 
entweder gleich Null sein oder auf dem Parameter S senk- 
recht stehen, während die Winkelgeschwindigkeit (o sowohl 
nach Grösse als nach Richtung beliebig bleibt. 
Im Falle H=0 giebt die Gleichung (20): 
(3 cos(Kco) ^ 0; 
folglich muss die Winkelgeschwindigkeit m entweder gleich 
Null sein oder auf dem Parameter K senkrecht stehen, während 
die Translationsgeschwindigkeit k sowohl nach Grosse als 
auch nach Bichtung beliebig ist 

176. Ist der Parameter H nicht gleich Null, so hängt 

der Parameter K im allgemeinen von der Lage des Punktes 

ab, d. h, er ändert sieb bei der Aenderung des Ortes dieses 

Punktes. Um sich davon zu überzeugen, verlegt man den 

Ursprui^ nach irgend einem andern Punkt (/ und be- 

■ zeichnet mit a:, y, z die Ooordinaten des Punktes O, mit v 

seine Geschwindigkeit in dem Systeme {k, ro) und mit «i^, «„, 

V, die Projectionen dieser Geschwindigkeit auf die Coordinaten- 

aien Ox, Oy, Os. Nach den Euler'sehen Formeln hat man: 

a=>Vx — qz -\- ry 

ß = Vy — rx-\-pe 

j, = ti. —py -f- qx, 

und setzt man diese Äusdröcke für a, ß, y in die Gleichung 

(19) ein, so folgt: 

ÄVt-^B%-\-C'B.-\-[V-\-^z~Cy)p^{q-^Gx—Az)q 
. + (B + ^1/ - Sa;) r = 0. (21) 

Hierin sind die drei Grossen 

^-irBz — Cy, q-irCx — Ae, ^-^Ay — Bx (22) 
die Projectionen (auf die Coordinatenaxen) der Geschwindig- 
keit des Punktes 0' in dem System {K, H), d. h. in einem 
Geschwindigkeits System, das aus einer Translation mit der 
gemeinsamen Geschwindigkeit K und einer Rotation um den 
Punkt mit der Winkelgeschwindigkeit H zusammengesetzt 
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ist. Bezeichnet man diese Geschwindigkeit des Pnnttes O 
mit £', so lässt sich die Gleichung (21) unter der Form 
darstellen : 

Sw + Ä^=0. (23) 

So ist die Gleichung (20) in eine andere Gleichung von 
derselben Form umgestaltet worden; dabei ist der Parameter 
K in f übergegangen und die Transjationsgeschwindigkeit i: 
in «. Ueberdies hat man: 

ÜK = A{J? ■\' Bz - Cij) -\- B{q -^ Cx ~ Se) 
+ Ciß, -i- Ay - Bx) = AP + BQ -\- CB ^HK. 

Man sieht hieraus, dass, wenn HK ^ und H nicht 
gleich Null ist, man den Punkt ff so wählen kann, dass 
K' = wird; hierzu ist nöthig, dass der Punkt (/ auf der 
dem Parameter H parallelen Geraden 

P+Be-Cy=^0, Q + Cx — As = 0, _ 

Il-i-Äy — Bx = ^ ■^ 

liege. Dann führt die Gleichung (23) auf die Bedingung 
Hv = 0, welche verlangt, dass die Translationsgeschwindig- 
keit V des Systems (v, a) auf dem Parameter H oder auf der 
Geraden (24) senkrecht stehe, bei ganz beliebiger Winkel- 
geschwindigkeit m. 

Im Falle HK = giebt es somit immer eine Gerade, 
die die Eigenschaft hat, dass sie bei allen möglichen Ge- 
schwindigkeiten auf diesen oder auf den Trajectorien ihrer 
Punkte senkrecht steht. In diesem Falle stellt sich das un- 
veränderliche System dar als ein starrer Körper, der sich mit 
einem Punkte 0' auf eine zu einer gegebenen Geraden ß 
senkrechte Ebene aufstützt. 

177. Ist die Bediogung HK = nicht erfüllt, so kann 
man den Punkt & so wählen, dass K' und H in dieselbe 
Gerade fallen, und zwar in die Centralaxe des Geschwindigkeits- 
systems (Z, ff)- dabei ist JT — ±Xcos{KS). 
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Gesetzt, es fallen in der gegebenen Gleichung (20) H 
und K in dieselbe Gerade, nnd es sei h die Ganghöhe der 
Schraubenbewegimg fßr das Geschwindigkeitssystem (K, H), 
ao iat Ä ^ 5—^; dadurch läsat sich die Gleichung (20) Bchreiben: 

h cos QsB) + 2«Äo> cos {mH) = 0. (25) 

Dieser Gleichung kann durch die folgenden speciellen 
Löaungen genügt werden: 

1) «) ^ und h A-H, d. h. durch ein beliebiges, zu H 
senkrechtes Tranalationasystem; 2) Ä = und at ±.E, d. h. 
durch ein Rotationsaystem um eine beliebige, auf der Geraden 
H senkrechte Axe mit beliebiger Winkelgeschwindigkeit; 
3) durch ein Syatem {k, <a}, in dem die Tranalationageachwin- 
digkeit h und die Winkelgeachwindigkeit ra die Richtung der 
Geraden H haben, d, h. durch ein Schraubensystem; dabei 
muss die Schraubenganghöhe - — - gleich h sein. Im Falle 
eines positiven Zeichens bei dem zweiten Gliede der Gleichung 
(25) müssen k und a entgegengesetzten Sinn haben, im Falle 
eines negativen, übereinstimmenden Sinn. 

Jede andere Lösung der Gleichung (25) führt auf eine 
jener drei Lösungen zurück. Man kann nämlich jedes Ge- 
schwiudigkeitssyatem (k, a>) zerlegen in die beiden Systeme 

[h ein (hH), rasin(ra.ff)] und [kcos(kR), oco3(ro.ff)]; 

das eratere, desaen Translationa- und Wiobelgeachwindigkeit 
auf S senkrecht stehen, unterliegt keiner weiteren Bedingui^; 
das zweite aber, dessen Translations- und Winkelgeschwindig- 
keit die Richtung Ton .ff haben, gehört einer Schrauben- 
bewegnng längs H an, und *die Gleichung (25) verlangt, daas 
die Ganghöhe der Scnraube eine gegebene Grösse h habe. 

178. W, Thomson und P. G. Tait beschreiben in dem 
„Treatiae on natural Philosophy", pag. 132 und 133*) einen 
Mechanismus, vermittelst deaeen sich eine Verbindung reaHsiren 



*) Siehe auch die Uebersetzung dieses Werkes: Handbuch der tbeo- 
retiachen Phyaik von W. ThomBoii und P.G.Tait, I.Bd, l.Th. S. 146. 
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läaat, welche nur eine Bedingung von der allgemeinen Form 
(25) für die möglichen Creschwindigkeiten giebt. 

Dieser Mechanismus ist in Fig. 74 dargestellt. Er be- 
steht aus zwei (Hooke'achen) Universalgelenken. Der Schaft 
A und die Gabel BAC sind unbeweglich be- 
*■ ' ' festigt, und zwar befindet sich der Schaft A 

in verticaler Lage; BCDE ist ein aus zwei 
zu einander senkrechten Achsen bestehendes 
Kreuz. Die erste Achse BC kann vermittelst 
der Zapfen B und C in der festen Gabel frei 
rotiren; die zweite ruht mit ihren Zapfen B 
und E in den Endpunkten eines beweglichen 
Zwischengliedes DEFG; in dieses letztere 
ist am andern Ende in derselben Weise die 
Achse EG eines zweiten Kreuzes FKHG 
eingesetzt; die auf EG senkrechte Achse HK 
liegt mit ihren Zapfen in einer beweglichen 
Gabel HJK, an der der Schaft JX befestigt 
ist ; dieser trägt an einem auf ihm ein- 
geschnittenen Schraubengewinde eine kugel- 
förmige Schraubenmutter (S). Indem wir nun 
voraussetzen, dass die Axen der Schäfte A 
und J^L, sowie die Axe des Zwischengliedes DEEG sich in ver- 
ticaler Lage befinden, wollen wir die möglichen Geschwindig- 
keiten der Kugel (S) betrachten. 1) Bei unbeweglicher Lage 
des Schaftes JL kann dem Körper (ß) eine Schraubenbewegui^ 
von gegebener Ganghöhe h ertheilt werden. 2) Indem man 
das Zwischenglied DEEG um die horizontale Axe DE rotiren 
lässt, erhält der Schaft JL eine Bewegung, bei der die .Ge- 
schwindigkeiten aller Punkte der Kugel {S) zur Axe JL senk- 
recht und einander gleich sind; es ist dies also ein System 
von, der Geraden HK parallelen Translationsgeschwindigkeiten. 
Ebenso kann man der Kugel (S) durch Drehen des Zwischen- 
gliedes DEEG um BC ein anderes System von Translations- 
geschwindigkeiten parallel der Geraden EG ertheilen. Durch 
gleichzeitige Botation des Gliedes DEEG nm die Axen DE 
und BC kann man dem Schafte JL ein System von Trans- 
lationsgeschwindigkeiten ertheilen, die einer beliebigen horizon- 
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talen Linie parallel sind. 3) Man kann das Glied DEFG 
unbeweglicli lassen und die Kngel (S) um jede der horizon- 
talen Axen SK nnd FG drehen, so dass man der Kugel (S) 
ein System von Botationsgeschwindigkeiten nm eine beliebige 
horizontale Axe, mit beliebiger Winkelgeschwindigkeit ver- 
leihen kann. 

Ist also h der Qang der Schranbe JL, so kann man der 
Kugel {S) jedes Geschwindigkeitssjstem ertheilen, das der 
Gleichung (25) genügt, nnd offenbar kann die Kugel (S) auch 
kein Geschwindigkeitssjstem annehmen, das der Gleichung (25) 
nicht genügte. 

Wenn man statt der Schraubenmutter (5) auf den Schaft 
JL einen Körper (S) aufsetzt, der sich nm die Axe JL nur 
drehen kann ohne die Translation längs dieser Axe, so hat 
man einen Körper, dessen Geschwindigkeiten nur der Bedingung 
Ä cos (hH) = genügen, wobei H die Richtung der Axe des 
Schaftes JL ist Eine beliebige Botation um diese Axe, ver- 
bunden mit beliebigen Rotationen nm die Axen SK und FG 
oder um die Axen HC und DE, erzeugen eine Rotation um eine 
beliebte, die Äxe des Schafts JL schneidende Axe. 

Benimmt man endlich der Kugel {S) die Fähigkeit, um 
die Axe JL zu rotiren und gestattet ihr nur an dieser Axe 
hin zu gleiten, so hat man einen Körper, dessen Geschwindig- 
keiten nur der Bedingung m coa(toH) = genügen; diese 
Geschwindigkeiten können zu Botationsaxeu nur horizontale 
Gerade haben. Die Bicbtongen der Tranalationsgeschwiudig- 
keiten sind jedoch beliebig. 

179. Wenn die möglichen Geschwindigkeiten den zwei 
Gleichungen 

genügen sollen, wobei die geometrischen Products MK und 
M'S^ nicht gleich Null sind, so kann man diese Gleichungen 
in zwei andere reelle oder imaginäre Gleichungen von der- 
selben Art umformen, für welche die Bedingung HK ^ 
erßillt ist. Multiplicirt man nämlich die erste Gleichung mit 
l und addirt sie zur zweiten, so erhält man die Gleichung: 
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QlS'+~W)k 4- (iK-i-K')a = 0, (26) 

die man der Bedingung unterwerfen kann: 



(Aff+ IT) (A^+ £') = 0, 
d. h. 

Wex' + (H^+ kW) X + WW='^. 

Setzt mam die beiden, aus dieser Gleichung sich ergebenden 
Werthe von A in (26) ein, so erhält man zwei Gleichungen 
von der Art, dass in jeder die Parameter auf einander senk- 
recht stehen. Damit die Werthe ¥on X reell werden, ist er- 
forderlich, dasa: 

(WK' + KWJ ~ iWK- WW > 0. 

180. In §. 146 haben wir gesehen, dass jedem Systeme 
möglicher Geschwind%keiten ein Liniencomplex entspricht, der 
ans allen den Geraden besteht, welche man durch die ver- 
schiedeneu Punkte des unveränderlichen Systems senkrecht zu 
den Geschwindigkeiten dieser Punkte ziehen kann; daher stellt 
eine Gleichung von der Form (20) den dem Gesehwindigkeita- 
systeme (Je, ta) entsprechenden Complex dar. Der Kürze halber 
wollen wir diesen Complex mit [Ä, o] bezeichnen und eine 
dem Complexe angehörende Gerade als Stral betrachten. Die 
L^e eines Strales lässt sich durch zwei Argumente bestimmen: 
durch einen auf ihm gewählten Abschnitt X (§. 146) und durch 
das Moment (i dieses Abschnittes, d, h. durch die Gesdiwindig- 
keit, welche der Ursprung bei einer Rotation mit der Winkel- 
geschwindigkeit A haben würde. Die Gleichung des Complexes 
lässt sich [g. 146, Gleichung (20)] in folgender Form sehreiben: 

äI+ Ö^'==0. 
Man sieht hieraus, dass man, wenn für Gleichung (20) 
die Bedingung HK = erfüllt ist, E und K als Argumente 
eines gewissen, allen möglichen Complexen angehörenden Strals 
ansehen kann; man kann also sf^en, dass in diesem Falle die 
Bedingung (30) einen allen möglichen Complexen gemeinsamen 
Stral bedeutet. 

181. Wir wollen nun alle Fälle der Bestimmung eines 
möglichen Geschwindigkeitssystems Qc, (a)'oder eines möglichen 
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Complexea ans gegebenen Bedingungen von der allgemeinen 
Form (20) untersuchen. 

1) Das Ge schwind igkeitesystem {h, ai) lässt sich, nie in 
§. 133 gezeigt wurde, herTorbringen durch zwei Rotationen 
um zwei conjugirte Gerade (L) und (L') mit gewissen Winkel- 
geschwindigkeiten X und l'. Bezeichnet man mit ji und ft 
die Geschwindigkeiten eines Punktes bei diesen Kotationen, 
- so sind X und (t die Argumente der Geraden (L) und X', ft' 
die der Geraden (i'); dabei ist k = (i -{- [i und a ^ X -{- X'. 
Setzen wir diese Grössen in die Bedingungsgleichung (20) ein, 
80 folgt: 

ffii-l-KX + Sii -\-KX' =0. (27) 

Da die Gerade (i) beliebig gewählt werden darf, so kann 
man sie der Bedingung 

F^ + ^X = (28) 

unterwerfen, d. h. der Bedingung, ein Stral eines gegebenen 
Complexes [K, H] zu sein. In diesem Falle geht die Gleichung 
(27) in die folgende über 

^'+^'-=0, . (29) 

welche zeigt, dass die der (i) conjugirte Gerade (X') ebenfalls 
ein Stral des Complexes [£", H] sein muss. Sei einer ein- 
zigen Bedingung von der Form (20) Mnn man achter jedes 
System mögliche GescJtwindigkeiien durch zwei Motationen um 
zwei Straten eines gegebenen Com^plexes [K, K\ ereeugen. 

Jedes Stralenpäar (L) und (i') des Complexes [K, H] 
ist ein Paar eonjugirter Rotation saxen, die einem gewissen 
Systeme möglicher Geschwindigkeiten (k, m) angehören, d. h. 
ein System eonjugirter Geraden oder Polaren des Complexes 
[k, 0)]. Wählt man nämli6h zwei Gerade (L) und (L') so, 
dass ihre Argumente (A, (i) und (A', (i) den Gleichungen (28) 
und (29) genügen, so hat man: 



H(^ + ^-) + X(l + i')-0, 
d. h. Hk -f- Ka = 0, wenn man Ä ^ ft + (i' und o) ^ Ä + A' 
setzt. Dies zeigt aber, dass das Geschwindigkeitssystem (Je, oj) 
der Bedingung (20) genügt, also möglich ist. 
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Im Falle HK =^ 0, kann man H und K als Ai^omente 
eines Stralea ansehen, der allen möglichen Complexen ge- 
meinsam ist; es können dann zwei beliebige diesen Stral 
schneidende Gerade (L) und {L") als conjugirte Gerade in dem 
System {k, at) angenommen werden. 

Bezeichnet man nämlich mit X, (i die Argumente der 
Geraden (i), so ist S^jt + KX, wie in §. 148 bewiesen, daa 
sechsfache Volumen eines Tetraeders, dessen gegenüberliegende' 
Kanten H und X sind; da aber diese Kanten in einer Ebene 
liegen, ao ist Hft -f- KX = 0; folglich sind X und ji die Ar- 
gumente eines dem Complexe [K, S] angehörenden Strales. 

Daa System möglicher Geschwindigkeiten {k, a) kann 
ausser den conjngirten Azen (X) und (£') noch eine Menge 
anderer (D) und (^) haben, die nielit Stralen des Complexes 
[K, 3^ sind. Wie in §. 140 bewiesen, sind die Geraden (L), 
{L'), (D) und (J) die Erzeagenden eines und desselben gerad- 
linigen Hyperboloids. 

2) Gesetzt, die möglichen Geschwindigkeiten genügen 
zwei Gleichungen von der Form (20); 

H^-^'K^ = 0, ^Ä-f^ — 0. . (30) 

Wir wählen einen gemeinschaftlichen Stral (X) der beiden 
Complexe [JE,, -ff,] und [K^, fl^] als eine der conjngirten Aien 
des Systems {k, ai). Man findet dann wie im vorhei^h^den 
Falle, dase die zu (L) conjugirte Gerade (L') gleichfalls &n 
Stral jener Complexe ist. Alle den beiden Complexen gemein- 
samen Stralen bilden einen geometrischen Ort, den Plücker 
Congraene genannt hat. Also kann man jedes System möglicher 
Geschwindigkeiten, das ztoei Bedirtgungsgleichunghi genügt, dw(A 
BotaÜonen um etcei Streuen der Congruem [£",, B"^], [K^, S^] 
hervorbringen. Um einen Stral dieser Congruenz zu erhalten, 
wähle man ii^end einen Punkt m, bestimme seine Geschwindig- 
keit in dem Systeme {K^, fl",), sowie im Systeme (K^, Et) 
und ziehe durch m eine Senkrechte zu der Ebene dieser Ge- 
schwind! gke iten. 

Es seien (LJ, (L^), (Lg), (L^ Tier Stralen der Con- 
gruenz und (r) das geradlinige Hyperboloid, dessen Leitlinien 
(X,), (Xj), (Xg) sind. Die Gerade (XJ trifft das Hyperboloid 
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(r) in zwei Punkten, durch welche zwei Erzeugende (Ä) uod 
{A') gehen. 

Die anf den vier Stralen (XO, m), (A) und (L^) 
der Congruenz liegenden Geraden {Ä) und {A') hat Plöcker 
die Leitlinien der Coi^pnienz genannt. Ee ist leicht zu imAmii, 
dasB die Leitlinien der Congruenz gemeinsame conjugirte Po- 
laren der die Congruenz bildenden Gomplexe [Äj, fl^] und 
[Kt, flg] sind. 

Es seien A^, A^, A^, A^ die Schnittpunkte der Geraden 
{A) mit den Stralen (XJ, (Ä), (-^3), (XJ. Die Geschwindig- 
keiten dieser Punkte in dem Systeme (K^, H^ und in dem 
Systeme {K^, H,) sind resp. senkrecht auf (LJ, (Xj), (Xj), 
(X4); daher geht die Ebene P,, deren Nullpunkt ^4, ist, durch 
(X^); sie schneide die Geraden (X3) und (Xg) in den Punkten 
A\ und A\. Die Gerade A\A\ trifft die (X,) in einem 
gewissen Punkte .^\; daher ist diese Gerade eine Erzeugende 
des Hyperboloids (F). Da die Geschwindigkeit des Punktes 
A^ auf der Geraden AfA'^ und die des Punktes A^ auf Aj,A\ 
senkrecht steht, so ist die Geschwindigkeit des Punktes A^^ 
auf den beiden Geraden A^^A\ und A^A'^, folglich anf der 
Ebene dieser Geraden senkrecht, d. b. der Punkt A'^ ist der 
Nullpunkt der durch den Punkt A'^ und die Gerade (A) 
gehenden Ebene. Ebenso sieht man, dass A\ der Nullpunkt 
der durch A'^ nnd die Gerade (A) gehenden Ebene ist. Daraus 
folgt aber, dass die Geschwindigkeit des Punktes At auf den 
Geraden A\ A^ und A'g A^ senkrecht steht, folglich auch auf 
der Ebene dieser Geraden; in dieser Ebene muss auch die 
Gerade (X^) liegen, denn sie ist senkrecht zur Geschwindig- 
keit des Punktes jI^; folglich liegt die Gerade A'^A\ in der- 
selben Ebene mit (X^) und schneidet diese Gerade in einem 
gewissen Punkte A\. Somit liegt die Gerade A\ Ä'g auf den 
vier Geraden (X,), (Xj), (Xg), (XJ und fällt daher mit der 
Leitlinie {Ä") zusammen. Da aber (A') die Verbindungslinie 
der Nullpunkte A'^ und A\ zweier durch (A) gehenden Ebenen 
ist, so ist sie zu (J.) sowohl im Systeme (5"i, S^), als im 
Systeme (Zj, S^) conjugirt, d. h. (A) und (A') sind gemein- 
same conjugirte Polsren der Compleie [JS",, jffj, [K^, ff^], 
was zu beweisen war. 
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Jede auf den Leitlinien (Ä) und (Ä") Hegende Gerade (X) 
ist senkrecht zu den Geachwindiglieiten ihrer Punkte, sowohl 
im System (K^, Si), als auch im System (K^, H^ und ist 
daher eiu Stral der Congruenz [Z^,, /?,], [Xg, H^]. Um- 
gekehrt muss jeder Stral (X) der Congruenz auf den Leit- 
linien {Ä) und {Ä) liegen. Wählt man nämlich auf dem 
Strale {L) einen Punkt m Und zieht durch ihn eine auf {A) 
und (A) liegende Gerade, so ist dieselbe senkrecht zu den 
Geschwindigkeiten des Punktes m im Systeme {K^, H^) und 
im Systeme (K^, H^); sie muss daher mit dem Strale (t) 
zusammenfallen. Die Geschwindigkeiten irgend eines Punktes 
der Geraden (A) im Systeme (Ä,, Ä,) und im Systeme (K^, E^) 
sind auf der durch diesen Punkt und die Gerade {Ä') gehenden 
Ebene senkrecht; folglieh fallt ihre Richtung in dieselbe Gerade. 
Das nämliche gilt auch von den Geschwindigkeiten der Punkte 
der Geraden (Ä'). 

Wenn in den gegebenen Gleichungen (30) die Parameter 
den Bedingungen Jf,jKi=0, ^j^STj = genfigen, so sind 
Si und Kl die Argumente einer gewissen Geraden {Ä), H^ 
und K^ die einer andern Geraden {Ä). Jede die {Ä) schneidende 
Gerade ist ein S^ral des Complexes [JK,, H-^l, und jede die 
(^') schneidende Gerade ist ein Stral des Complexes [K^^H^; 
mithin ist jede auf {Ä) und {^) liegende Gerade ein Stral 
der Congruenz [K^, ifj, [K^, -ffj]; daher sind {Ä) und {Ä) 
die Leitlinien der Congruenz. Wenn die Parameter in den 
Gleichungen (30) den Bedingungen H^Ki = 0, H^K^ = 
nicht genSgen, so kann man, wie in §. 179 gezeigt wurde, 
diese Gleichungen in zwei andere von der Art umformen, dass 
für sie jene Bedingungen erfüllt sind; im Falle einer reellen 
Transformation sind die Parameter der neuen Gleichungen 
die Argumente der beiden Leitlinien {A) und {A). 
' 3} Es seien nun drei Gleichungen gegeben: 

welchen jedes System möglicher Geschwindigkeiten (A, o) ge- 
nügen soll. Man betrachtet wieder dieses System als aus 
ßotationssystemen um zwei conjugirte Gerade (£) und {V) 
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zusammengesetzt und wählt als erste Gerade (X) einen den 
drei Complexen 

[K, E,], [iQ, ifal, [-Es, -Ö3] (31) 

gemeinaamen Stral. Ebenso wie in den vorhergehenden Fällen 
findet man dann, daas die zweite Gerade (L') gleichfalls -ein 
jenen Complexen gemeinsamer Stral ist. Man kann also jedes 
System möfflicher Geschwindigkeiten durch Boiationen um swei 
den drei Complexen (31) gemeinsame Stralen hervorbringen. 

Alle den drei Complexen (31) geraeinsamen Stralen liegen 
auf einem geradlinigen Hyperboloide (F), das aus drei Leit- 
linien construirt werden kann, die unter den LeitKnien der 
Congroenzen 

[Äifl,] und {K^Hi^, [K,E^] und [^jSj], 
r-Ss-ffa] und [Ä3H3] 
zu wählen sind. 

Ist für alle drei Gleichungen (31) die Bedingung HiKi = 
erfüllt, ao sind Hi und Ki die Argumente eines allen möglichen 
Complexen \k, ta\ gemeinsamen Strales; es giebt also in diesem 
Falle drei Gerade (^,), {A^), {A^, die allen mögliehen Com- 
plexen gemeinschaftlich sind. Eine dieselben achneidende 
Gerade (L), d. h, jede Erzeugende des Hyperboloids (T), das 
jene Geraden zu Leitlinien hat, ist ein den drei Complexen 
(31) gemeinsamer Stral; irgend zwei solche Stralen oder 
zwei Erzeugende des Hyperboloids (J^ können als Rotations- 
axen jedes möglichen Gesehwindigkeitsaystems (ft, ro) gewählt 
werden. 

Ist die Bedingung fljÄi = nicht für alle drei Gleichungen 
(31) erfüllt, 80 kann man sie (nach §. 179) in drei andere 
umformen, för die jene Bedingung erfüllt ist, und wenn die 
Transformationen reell sind, so sind die Parameter der neuen 
Gleichungen die Argumente der drei Leitlinien (-^^i), {A^, 
(jig) des Hyperboloids (T). 

Jeder auf dem Hyperboloid (r) gelegene Punkt m kann 
sich auf einer bestimmten Fläche verschieben. Um sich hiervon 
zo überzeugen, wähle man zwei Erzeugende {L) und {L') des 
Hyperboloids (T), d. h. zwei Gerade, die auf {A^, (A^), {A^) 
liegen, und ziehe durch m eine auf (i) und (L') 
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Gerade (Ä). Da {Ä) auf allen Erzeugenden des Hyperboloids 
liegt, die zu derselben Schaar wie (L) und (L') geboren, so 
ist sie auf allen möglichen Geschwindigkeiten des Punktes ni 
senkrecht; man siebt hieraus, dass der Punkt m sich nur auf 
einer Fläche verschieben kann, deren Normale im Punkte *» 
die Gerade (A) ist. 

Liegt aber der Punkt m nicht auf dem Hyperboloide {F), 
80 kann er sich nach jeder Richtung v hin verschieben. 

Um dies zu beweisen, legen wir durch m eine zu v 
senkrechte Ebene P; dieselbe schneidet das Hyperboloid (f) 
in einer gewissen Linie zweiter Ordnung (S); eine beliebige 
in der Ebene P durch m gezogene Gerade {Ä) schneidet die 
Linie (jS) in zwei Punkten, durch welche zwei Erzeugende (i) 
und (i') des Hyperboloids (T) gehen; diese kann man als 
ßotationsaxen des Systems möglicher Geschwindigkeiten wählen. 
Zieht man durch m zwei Gerade m und w, senkrecht zu den 
durch m und die Geraden (L) und (L") gehenden Ebenen, so 
erhält man die Richtungen der Geschwindigkeiten, welche der 
Punkt m bei den Rotationen um die Axen (L) und (L') hat. 
Die Geraden « und w liegen" in derselben Ebene, wie die ge- 
gebene Richtung v; denn alle diese drei Geraden stehen auf 
{Ä) senkreeht Nimmt man also auf der gegebenen Richtung 
V eine beliebige Strecke v als Geschwindigkeit des Punktes nt 
an und zerlegt diese Geschwindigkeit in zwei andere nach den 
Richtungen « und w, so erhält man zwei Geschwindigkeiten, 
von denen eine w die Geschwindigkeit der Rotation um (Z) 
und die andere w die der Rotation um (L") ist. Die Winkel- 
geschwindigkeiten dieser Bewegungen sind gleich den Ver- 
hältnissen der Geschwindigkeiten u und w zu den entsprechenden 
Abständen des Punktes tn von den Axen (L) und {L'). 

Ein Beispiel eines unfreien unveränderlichen Systems, 
dessen Geschwindigkeiten drei Bedingungsgleichungen genfigen, 
bietet ein System, in dem drei auf einander senkrechte Ebenen 
yOx, xOs, sOy ein festes Ellipsoid berühren. Monge hat 
gezeigt,*) dass der Scheitel eines rechtwinkligen Dreikants, 
dessen Seitenflächen ein Ellipsoid berühren, sich auf einer 

*) Application de l'Alggbre ä, la Geometrie, par M. U. Monge et 



mzecDv Google 



mit dem Ellipaoid concentrischen Kugel bewegt; folglich muss 
jener Punkt näch dem Obigen auf einem geradlinigen Hyper- 
boloid (r) liegen, das zu Leitlinien die drei, in den Berühnrngs- 
punkten der Seiten des Dreikants errichteten Normalen hat. 
Der vom Mittelpunkt dea EUipsoida nach dem Punkte ge- 
zogene Radius ist die Normale der Kugelfläche, auf welcher 
der Punkt Hegen muss; folglich ist dieser Radius eine der 
Erzeugenden des Hyperboloids (J^, d. h. eine Gerade, -welche 
die drei Normalen schneidet. 

4) Gesetzt, das System möglicher Geschwindigkeiten 
(fc, w) solle den vier Bedingungen genügen: 

H^-\-K^=0. (32) 

In diesem Falle kann man das Geschwindigkeitssystem 
durch Rotationen um zwei Straleu (L) und (X') hervorbringen, 
welche den vier Complexen 

[K,II^-\, [K^H^I, [K^H^], [K^ßJ (33) 

oder den durch Combination dieser Complexe zu je zweien 
entstehenden Congruenzen gemeinsam sind; wenn folglich {Ai) 
und (A^) die Leitlinien der Congruenz [ÄjlTJ, [K^H^] und 
(Äg), (Äf) die der Congruenz [Z^J^], [K^H^] sind, so sind die 
die vier Geraden (A^), (^), (-^g), {A^) achneidenden Geraden 
(L) und (L') die gemeinsamen Stralen der vier Complexe 
(33); sie können daher für jedes System möglicher Geachwin- 
digkeiten zu conjugirten Botationsaxen gewählt werden. Jeder 
Punkt m, der nicht auf den Geraden (i) oder (Z') liegt, kann 
sich auf einer gewissen Fläche bewegen. Eine durch diesen 
Punkt gehende und auf den Axen (L) und (L') liegende Gerade 
musa auf allen möglichen Geschwindigkeiten des Punktes m 
senkrecht stehen; sie iat daher die Normale der Trajectorien- 
fläche dieses Punktes, Hieraus folgt zugleich, dass die Nor- 
malen der Trajectorienflächen der verschiedenen Systempunkte 



Eacbette, Paria 1813, p. 234. — Poiflaon: Sur les surfaces du secood 
degrö. Ck.rr.de l'ßc. Pol,, röd. p. Hachette, T.I, p. 240. 
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die beiden Geraden (i) und (X') sehneiden und gemeinaame 
Stralen aller möglichen Complexe [k, ra] sind. 

Die auf den Geraden (i) und (X") gelegenen Punkte 
können sich nur auf beatimmten Trajectorien bewegen; denn 
alle möglichen Geschwindigkeiten eines Punktes der Geraden 
(X) stehen als Rotationsgeschwindigkeiten um die Axe (X') 
allein auf dieser Aie senkrecht und fallen daher in die- 
selbe Gerade. Das nämliche gilt auch von jedem Punkt der 
Geraden (X'). 

Man kann die conjugirten Axen (X) und (X'} als zwei 
Gerade construiren, die die vier Normalen N^, N^, N^, N^ der 
Trajeetorienflächen von irgend vier Systempunkten schneiden. 

Ist filr die Gleichungen (32) die Bedingung HiKi = 
erfüllt, 80 sind K, uud Ri die Argumente eines allen möglichen 
Complexen gemeinsamen Strales (Ai), der auch die Geraden 
(X) und (X') schneidet; folglich lassen sich die Geraden (X) 
und (X') definiren als zwei Gerade, welche die allen möglichen 
Complexen gemeinsamen vier Stralen (j4i), C-^), (-^s), (^4) 
achneiden.*) 

5) Nehmen wir endlich an, das System möglicher Ge- 
schwindigkeiten (kf Q>) solle den fünf Bedingungen genügen: 

^ + ^ = 0, 'H^-\-^^ = 0,--H^-^K^ = Q. (34) 
Dann lässt sich das Geschwindigkeitssystem (k, to) voll- 
ständig bestimmen, d. h. It uud o haben bestimmte Richtungen 
und ein bestimmtes Verhältniss; folglich hat jeder Punkt seine 
bestimmte Trajectorie. Auch der Complex \k, to\ ist voll- 
ständig bestimmt. Alle seine Stralen lassen sich folgender- 
massen construiren. 

Durch Combination der gegebenen Complexe 
Kir,], [K,a,], KifJ, [K,B^, {K,H,] 
zu je vieren bestimme man die Paare der diesen Combinationen 
gemeinsamen Stralen und es seien diese Paare: 

(i.i-,), (i,r,), (L,r,), (i.r.), ii^r,). (35) 

*) Mannheim: £tude anr le däplacement d'une flgnie de fonne 
invariable. Nonvelle möthode des nonnalea etc. Möm. pröaent^B, T. 20, p. 1. 
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Zieht man nun aus einem beliebigen Punkte m die Geraden 
Ni, N^, N^, N^, JTj, welche resp. jene Geradenpaare (35) 
schneiden, so erhält man hiermit fünf Gerade, die auf der 
Geschwindigkeit des Punktes m senkrecht stehen; diese Geraden 
mQssen daher in einer und derselben Ebene P liegen, welche 
die Normalebene der Trajectorie des Punktes m ist. Alle in 
dieser Ebene liegenden ijnd durch m gehenden Geraden sind 
Stralen des Complexes [k, o]. In dieser Weise lassen sich 
alle Stralen dieses Complexes bestimmen, indem man die 
Lage des Punktes m ändert. Zur Construction der Ebene P 
genttgen schon zwei Normalen Nr, N„ d. h. zwei durch m 
gehende und die Paare (LrL'r) und (L,L',). schneidende Gerade. 

Wenn für alle . fünf Gleichungen (34) die Bedingung 
HiKi = erfüllt is^ so sind Hi und Kt die Argumente eines 
Strales (A,), der dem Complexe [k, <o] angehört. Mit Hilfe 
von fünf solchen Stralen (Ä^), (Ä^), (A^), i■Ä^), {Ä^) kann 
man die ftlnf Geradenpaare (35) erhalten, indem man jene 
Stralen zu je vieren combinirt und die Geraden bestimmt, 
welche jede Gombination schneiden.*) 

Mit Hilfe der Gleichungen (34) kann man leicht die 
Gleichung des Complexes [k, a] finden. Bezeichnen Äi, Bi, d 
die Projectionen des Parameters Hi, und Pi, Qi, Mi die des 
Parameters Ki auf die Coordinat«naxen, so ei^eben sich die 
fünf linearen Oleiehungen: 

Aya + Byß + C^Y + Pii» + ft2 + B^r == 0, 

^,a + B,ß + C\r + P.P + Q2Q + i^r - 0, ^3gj 

Ä,a + BJ + C,Y + P,p + Q,q + B,r ^ 0. 
Die Gleichung des Complexes 

[k, ra] = Ü + Oft ^ 
lässt sich in der Form schreiben: 

Xa -\- Yß -{- Zy -\- Lp -i- Mq -\- Nr =^ 0, (37) 

worin X, Y, Z die Projectionen des' Arguments A und L 



*) Die Kigenachaft, dasB fOnf durch denselben Punkt gehende Gerade, 
die tüat Paare conjugirter Geraden schneiden, in derselben Ebene liegen, 
hat äylveetie gefunden, siehe Comptes rendus 1861, T. 62, p.743. 
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Mf N die des Arguments ft auf die CoordinateDaxen sind. 
Sollen die Gleichungen (36) und (37) gleichzeitig bestehen, 
"so ist nothwendig und hinreichend, dass die Determinante 
X, Y, Z, L, M, N 
, B„ C„ Pi, Q^, JJ, 



J5 = 



, B^, C„ P5, Q„ R^ 
gleich Null sei. Diese Bedingung lässt sich in der Form darstellen: 
SD y.BD y dD r,,dD j. ,dn dD ^_ 

sx^ + Fr-^+dz^+dl^ + dM^ + m^-^- 

Dies ist aber die Gleichung des Complexes [k, to]. Zugleich 
hat man die Proportionen 

8D dD dB dB dp 3Ö 
'^'•P ■y-P'-^ '■'''= Sx'dY- 8"z' 8L- 8m'' SN' 
welche das System möglicher Geschwindigkeiten (ft,e>) bestimmen. 

Ändere Einzelheiten über die möglichen Geschwindigkeiten 
eines unfreien, unveränderlichen Systems, sowie eine Anwendung 
der dargelegten Eigenschaften auf die Lösung von Aufgaben 
über Normalen an Flächen und Normalebenen an Linien findet 
man in der oben S. 388 citirteu Abhandlung von Mannheim: 
Etüde sur le deplacement d'une figure de forme invariable etc. 

Durch Differentiation von Gleichungen von der Form (20) 
erhält man die Bedingungen, welchen die möglichen Beschleuni- 
gungen eines unfreien unveränderlichen Systems genügen müssen. 



xvn. Oapitel. 

Ii«latiTe Bewegung. 

183. Wenn es eine Methode giebt, nach welcher maji in 
jedem Zeitmomente die Lage eines Punktes m in Bezug auf 
ein unveränderliches System (A), z. B. in Bezug auf drei, dem 
Systeme (Ä) angehörige Goordinatenaxen, bestimmen kann, so 
kann man die Bewegung des Systems {Ä) ausser Acht lassen 
und die Buhe oder Bewegung des Punktes m, der seine Lage 
gegen (Ä) beibehält oder ändert, als absoltU betrachten. 

Gesetzt, das System {Ä) sei fest; denken wir uns nun 
ein anderes unveränderliches System (B) und einen unver- 
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änderlicli damit yerbundeneu Beobachter, . der auf den Punkt 
m hinschaut. Hat (S) eine Bewegung bezüglich (^Ä) , so 
nimmt der Beobachter einen Euhe- oder Bewegungezustand 
wahr, der von der absoluten Ruhe oder Bewegung verschieden 
ist. Diese scheinbare Ruhe oder Bewegung des Punktes m 
für den Beobachter in {B), der die eigene Bewegung nicht 
wahrnimmt, heisst relative Ruhe oder Bewegung. 

Die unbeweglichen Sterne bilden ein unveränderliches 
System (A)\ die Erdkugel mit einem auf ihr befindlichen 
Beobachter repräaentirt ein in absoluter Bewegung begriffenes, 
unveränderliches System {B'). Die tägliche Bewegung der 
Sterne in Verbindung mit ihren langsamen, von der Präcession 
und Nutation herrührenden Bewegungen machen die relative 
Bewegung der nnbeweglichen Sterne aus. 

Dasselbe gilt auch von der Bewegung der Sonne, der 
Planeten und der irdischen Gegenstände, deren L^e ein 
Beobachter auf drei, mit ihm unveränderlich verbundene Äsen 
bezieht: auf die Yerticale, die Mittagslinie und die auf diesen 
beiden senkrechte Gerade. 

Der Punkt m bleibt in relativer Ruhe, wenn er seine 
La^e bezüghch des Systemes (B) nicht ändert, d. h. wenn er 
diesem Systeme angehört. Die absolute Bewegung jedes Punktes 
des Systems {B), d. h. jedes in relativer Ruhe befindlichen 
Punktes wollen wir die Führung^tewegung (mouvement d'entr^ne- 
ment) des Punktes m nennen.*) 

183. Die absolute Bewegung eines FanJctes lässt sich als 
zusamtnengesetzt betrachten aus der relativen und der Führungs- 



Pig. 76. Es sei (Fig. 75) Jlf die Lage des Punktes 

3/^-,M' -fl^v -iJU" ' *" z"r Zeit t, MM" der vom Punkte m in 

\J .,..--" v der Zeit t durchlaufene Weg und MM^ die 

Jir~"~ ~M, vom Punkte M bei der Führungsbewegung 

durchlaufene Strecke, d. h. der Weg bei derjenigen absoluten 

*) Der Verfasser bedient sich einer Benennung, die sich durch „die 
(von dem Systeme auf den Punkt) übertragene Bewegung" wiedergeben 
liesfe. Der Name Fährungsbewegung röhrt von Aronhold her, s. dessen 
„Grundlage der kinem. Qeom." in den Verh, d. Vereins zur BefSrd. des 
Gewetbü. m Preusaen, Jahrg. 61. (1872) p. 130. Anm. d. Uehetaetzers. 
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Bewegung, welche der Punkt m haben würde, wenn er sieh in 
M befände und während der Zeit t in relativer Ruhe verweilte. 

Ein mit {B) unveränderlich verbundener Beobachter nimmt 
zur Zeit x die Bewegung des Punktes m von Jf, nach M' 
wahr; dies ist die relative Bewegung. Man kann daher die 
absolute Bewegung MM' durch die Bewegung eines Punktes 
von M nach M^ und von Mi nach M' zusammen herver- 
bringen. Die letztere Bewegung kann man folgendermasaen 
durch eine absolute ersetzen. Mau denke sich die Punkte 
der scheinbaren Bahn M^M unveränderlich mit dem System 
(S) verbunden und dieses System aus der Lage zur Zeit 
t -\- z iü diejenige zurückgekehrt, welche es zur Zeit t ein- 
nahm. Dann nimmt der Punkt M' eine gewisse L^e M" 
ein. Die Aenderung der Lage des Punktes M" während der 
Zeit T repräsentirt ftlr einen mit (jß) während der Zeit t un- 
beweglich bleibenden Beobachter eine mit der relativen identische 
absolute Bewegung. Die Geschwindigkeit und Beschleunigung 
bei der Bewegung des Punktes M" heisaen relativ. 

184. Auf Grund des Satzes von der Zusammensetzung 
der Geschwindigkeiten (S. 7) können wir schliessen, dass die 
Geschwindigkeit der absoluten Bewegung die geometrische Summe 
der Geschivindigheiten der relativen und der Führungsbewegung ist. 
Üebrigens kann man auf folgende Weise die allgemeinen Be- 
ziehungen ableiten, die zwischen den Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen verschiedener Ordnungen bei diesen drei Be- 
wegungen bestehen. 

Es seien zur Zeit t: u, u^, Wj, ... die Geschwindigkeiten 
und die Beschleunigungen der absoluten, v, Vi, v^, . . . die der 
relativen und «i, w^, «ij, ... die der Führungsbewegung; femer 
ea, Cr, c, die Sehnen der Wege MM', MM", MM^, welche 
bei jenen Bewegungen in der Zeit r durchlaufen werden. 

Wir zerlegen nun die Bewegung des Systems (B) in eine 
Translation, bei der alle Punkte- die Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen tc, w^, w^, . . . haben und in eine Rotation 
um den Punkt M. Infolge der ersten Bewegung nimmt die 
mit dem Systeme (B) unveränderlich verbundene Sehne MM" 
zur Zeit t -\- t die L^e M,Mi" ein, infolge der zweiten die 
Lage MM'", so dass MjMi"=MM" und M M'" = MiM' ist; 
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daher ist die Strecke M^"M' geometrisch gleich der Sehne 
M" M"' des vom Punkte M" bei der Rotation durchlaufenen 
Weges. Bezeichnet man diese Sehne mit y, so ist: 

e.— e, + i!, + r- (1) 

Die Formel (2) §. 30 giebf aher: 



',^+- 



(2) 



-tDe, + -^t'lße,- 



-,z'I>'e,-i 



wo D, D^, ß", ... die geometrische Differentiation andeutet. 
Da sich die Länge der Sehne Cr bei der Botation des Systems 
{B) um M nicht ändert, so kann man beim Düferentiiren jener 
Sehne nach dem Zeichen D die Grössen t, t^,... als constante 
Factoren betrachten. Folglich wird: 



De, - ,Dv + ^z'Dv,+ ^.r'D„, + ■ 



Vc—xD'v + Yi'H'fi + j^i'i)"<),+ • 



(3) 



Mit Hilfe der Formeln (2) und (3) geht nun Gleichung 
(1) über in: 



-(» + .)» + |C»,,+«,+2B«).' 



+ s^ITTST+T) [«'■ + ■'■ + (» + 1)-»«-' + T*? *""- + ■ ■ 



H-(n + l)I>!.Jj"+' + ..- 
Diese geometrische Gleichung muss für jedes r bestehen; 
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daher mUssen die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von 
r auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich sein; also ist: 



und allgemein: 



«, = w„ + v„ + (n-\-l)Dv„- 



("+l)r 



B^v.-i-\- ■■■ + {»■{- l)I>'v. 



So kann man also mit Hilfe der Geschwindigkeiten und 
Beschleunigangen der relativen und der FöhrangsbeTregung die 
Geschwindigkeit und die Beschleunigungen der absoluten Be- 
wegung bestimmen. Die Formel erlaubt zugleich, die Ge- 
schwindigkeit und die Beschleunigungen der relativen Bewe- 
gung zu bestimmen, wenn die der absoluten und der Führungs- 
bewegung bekannt sind; es ist nämlich: 

V ^ u — w , _ (5) 

'^^^'^^-w^ — ^Wv (6) 

u. s, f. 

Die Formel (5) zeigt, daas die Geschwindigkeit der relativen 
Bewegung die geometrische Diffcrms der a^ohtten Geschwindig- 
kcit und der Geschwindigheit der FÜhrungsbewegung ist. 

Aus Formel (6) sieht man, dass die relative Beschleunigung 
erster Ordnung gleich ist der geometrischen Differenz der Be- 
schtewnigungen derselben Ordnm^ bei der absoluten und der 
Führungsbewegung, vermindert um die doppelte geometrische Derivirte 
einer Strecke, die der relativen Geschwindigkeit geometrisch gleich 
ist und bei der Botafion des Systems (S) um den I^tnkt M in 
relativer Ruhe bleibt Setzt man — 2Dv ^ B, so ist B eine 
gedachte Beschleunigung, die Coriolis die sw-samniengesdzk 
Centrifugalhes<Mmnigung genannt hat.*) Wir wollen sie die 
BH^kkehrbeschleimigung nennen, da sie durch eine Umdrehung 
des Systems (£) um den Punkt M nach rückwärts erzeugt 
werden kann. 

*) Die BeatimmuDgs weise der relativen BeschleimiguDg erster Ord- 
nung rflhrt von Coriolis her. S. „Sur lea ^qaations du mouvemeiit 
relatif des syst^mea de corps", Journ. de i'fic. Pol. 24'°" cah, p. 142 und 
Tratte de la M^anique des corps eolides et du calcul de l'effet des machines. 
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Es sei MT die relative Geschwindigkeit v und <a die 
Botations Winkelgeschwindigkeit des Systems {B) um den Funkt 
M. Die geometrische DerivirteD« ist die Rotatiousgeschwindig- 
keit des Punktes T um die Momentanaxe mit der Winkel- 
geschwindigkeit ro; also ist Dv = va sin (wo?) und B = 
2f<Dsin (va),d.'h.dieRückkekrb€Sciileuff^ng ist gleich dem doppel- 
ten Vroducte ans der relativen Geschwindigkeit, der Wirihelge- 
scJneindigkeit der Botation des Systems (B) und dem Sinus des 
von ihnen eiryeschlossenai Winkels. Die BichMng dieser Be- 
stMeunigung ist die einer im Punkt M auf der Ebene dieser 
beiden Geraden ^richteten Senh'ecktm, in dem der Botation des 
Systems (B) entgegengesetzten Sinne genommen. 

Die Bückkehrbescbleunigung ist in folgenden Fällen gleich 
Null: 1) wenn die relative Geschwindigkeit gleich Null ist, 
2) wenn die Winkelgeschwindigkeit der Rotation des Systems 
(B) gleich Null ist und 3) wenn die relative Geschwindigkeit 
und die Winkelgeschwindigkeit der Rotation des Systems (B) 
in dieselbe Gerade fallen. Hat das System (B) nur eine 
Translationsbew^ung, so ist die Rückkehrbeschleunigung zu 
jeder Zeit t gleich Null. 



1) Die absolute Bewegung des Punktes m sei eine gerad- 
linige längs OM] das System (B) rotire um eine feste durch 
gehende und au OM senkrechte Axe mit der Winkelge- 
schwindigkeit o (Fig. 76). 

Im Verlaufe der auf t folgenden Zeit t durchläuft der 
Punkt m bei der absoluten Bewegung auf der Geraden OM 
einen Weg ilf M'und bei der Führungshewegung 
auf der Peripherie eines um als Mittelpunkt 
mit dem Radius OM in der zur Kotationsaxe 
senkrechten Ebene beschriebenen Kreises einen 
Bogen MM,; ein mit dem System (B) un- 
veränderlich verbundener Beobachter nimmt 
die Bewegung von M^ nach M' auf einer gewissen Trajectorie 
MjM' wahr. Dreht man nun das System (B) in die Lage, 
die es zur Zeit t eingenommen hatte, zurück, so gelangt der 
Bogen MiM' in die Lage MM". Bezeichnet r den Abstand 
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OM, so hat mau m = -~jt- für die absolute und w ^ aar für' 
die Führ ungsgesch windigheit; folglich setzt sich die relative Ge- 
schwindigkeit zusammen aus --tt- iu der Richtung von r und 
aus mr, das senkrecht zu r und dem Sinne der Rotation des 
Systems {B) entgegengesetzt gerichtet ist. Die absolute Be- 
schleunigung erster Ordnung ist . , und hat die Richtung 
von r; die Fohrungsbeschleunigung ist aus a^r, von entgegea- 
gesetztem Sinne wie r, und i^-rr , das senkrecht zu r im Sinne 
der Rotation gerichtet ist, zusammengesetzt; die Rückkehr- 
beschleunigang endlich ist JR ^ 2«c> und hat die Richtung der 
Normale der relativen Trajectorie MM"i, ihr Sinn ist dem 
Drehungssinne des Endpunktes der Geschwindigkeit v bei der 
Rotation von [B) entgegengesetzt. Die Projection der relativen 
Beschleunigui^ Vi auf r ist: 

Vi cos (uir) ■= -j^^ ü>V 

und ihre Projection auf eine zu r senkrechte Linie: 

Bezeichnet man mit (p den Winkel, welchen der von O 
nach dem auf MM" sich bewegenden Punkte m, gez<^eue 
Radiusvector mit einer festen Axe Ox bildet, so hat man 
cj ^ -j-- , und die obigen Formeln stimmen mit denen in §. 22 
Uberein. Die Projection der Beschleunigung Wj auf die Normale 
der relativen Trajectorie MM" ist: 

S — 11 |_£it' dt dt \dtl J ' 

hieraus ergiebt sich der folgende Ausdruck für den Krümmungs- 
radius der Trajectorie der relativen Bewegung: 



•G-y 



In dem speciellen Falle, wenn die absolute und die Pührungs- 
bewegung gleichförmig sind, ist die Trajectorie MM" der re- 
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lativen Bewegung eine Archimedische Spirale. Die vorstehende 
Formel kann dann zur Gonstruction des KrUmmungaradins 
dieser Curve dienen. 

2) Die ebene Curve PQ (Fig. 77) sei die Enveloppe der 

verschiedenen Lagen einer in ihrer Ebene sich bewegenden 

unveränderlichen Curve AMJi. Diese 

letztere gelange zur Zeit z in die 

L, / Lage A'WS'\ der Punkt Hl, in dem 

■^iT ^/f^ sich die Curven zur Zeit t berühr- 

^ \\ f/f ■ , t«n, gelange dabei nach M^; der 

^■^.^. ^jgV^rg /^ y Berührungspimkt der beiden Curven 

J--"""^^*^)^^^ zur Zeit t -\- x sei M'. Die Be- 

j -l ^-* wegung des Berfllirui^spanktes aus 

A / der Lage M nach M' kann man als 

1 / die absolute, seine Bewegung von 

I / JlfnachJlfjalsdieFülirungsbewegung 

und die von M^ nach M' als die 
relative Bewegung ansehen. Wenn ÄM'S an seinen früheren 
Ort zurückkehrt, so gelangt M^ nach M und M' nach M" ; 
die Bewegung des Punktes M" auf der als fest gedachten 
Curve AMB ist die in eine absolute verwandelte relative Be- 
wegung. Suchen wir nun die Beziehungen zwischen den Ge- 
schwindigkeiten dieser drei Bewegungen. 

Die absolute Geschwindigkeit ii und die relative v sind 
längs der gemeinsamen Tangente der beiden Curven PQ und 
AB im Punkte M gerichtet Da die FUhruugsgeschwindigkeit 
w gleich der geometrischen Differenz u — v ist, so muss auch 
sie die Richtung derselben Tangente haben; dabei ist: 

u = v -\- w. (a) 

Es sei nun MN eine der Einheit gleiche Strecke auf der 
Normalen der Cnrve PQ im Punkt M; M'N' eine ebensolche 
Strecke auf der Normalen derselben Curve im Punkte M"; 
M^Ni die Lage der Strecke MN zur Zeit t -\- t und M"N" 
die Lage, welche M'N' einnimmt, wenn A'M'B" in die Lage 
AMB zurückkehrt. Es ist dann NN" die absolute Bewegung 
des Punktes N, NN, seine FOhrungsbewegung und NN" seine 
relative Bewegung, Die Richtungen der Geschwindigkeiten 
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dieser drei Bewegungen fallen sämmtlich in eine und dieselbe 
za MN senkrechte Gerade. 

Um diese Geschwindigkeiten zu bestimmenj wollen wir 
mit ca die Winkelgeschwindigkeit hei der Bewegung der un- 
veränderlichen Curve AMS bezeichnen, mit p den Krümmnngs- 
radius der Curve PQ im Punkte M und mit p' den der Cur?e 
ÄMB in demeelben Punkte. Man kann dann die absolute 
Bewegung der Geraden MN als zusammengesetzt betrachten 
äus einer Translation mit der gemeinsamen Verschiebung MM' 
und aus einer Rotation um den Punkt Jlf; daher ist die ab- 
solute Geschwindigkeit des Punktes N gleich der Geschwindig- 
keit u vermehrt um die Botationsgeschwindigkeit um die durch 
M gehende Momentanase mit der Winkelgeschwindigkeit — , 

d. h. jene Geschwindigkeit ist gleich m -| • Ebenso findet 

man, dass v r die Geschwindigkeit der relativen Be- 

wegui^ des Punktes N ist und u; -f- ca die Geschwindigkeit 
der Führungsbewegung. Da die erste die Summe der beiden 
anderen ist, so ist 

M-l =0 T 4- w 4~ m. 

Snbtrahirt man hiervon Gleichung (a), so folgt: 

:^=o_-l- (b) 

Das Botationscentrum der Bewegung der Figur AMS muas 
auf der in M auf der Geschwindigkeit w errichteten Senk- 
rechten liegen, d. h. auf der gemeinsamen Normale der Curven 
AB und FQ in diesem Punkte. Setzt man OM=r, so er- 
hält man aus Gleichung (a): 

H-v+„r. (c) 

Mit Hilfe der Gleichungen (b) und (c) lassen sich die 
Geschwindigkeiten m und v bestimmen, wenn die Führungsbe- 
wegung der Figur AMB bekannt ist; man erhält nämlich: 

u = ^;±^ und V = -^^=^ . (d) 

Kennt man die Führungsbewegung der Figur AMB, ao 
kann man den Krümmungsradius q der Enveloppe PQ aus 
Formel (b) bestimmen. 
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Die Führuiigabeselileunjgung«'! ist gleich der Beschleunigimg 
ca^r*), die die Richtung Jl^fO hat, vermehrt um die Beschleuaigung 
des Botationsceiitniiiis 0. Ist L der geometrische Mittelptinkt 
der Beschleunigungen erster Ordnung, K seine Projection anf 
MO, so ist, wenn man OK^^k setzt, w^Ä; die Projection der 
Beschleunigimg des Punktes auf OM (§. 164); folglich ist 
die Projection von Wj auf MO gleich a^r — a^k. Die Rück- 
kehrbeschleunigung — 2I)v ist gleich 2ö)f und hat die Rich- 
tung von Q. Die Projection der absoluten Beschleunigung Mj 
auf p' endlich ist gleich ; folglich ist nach Formel (b): 

-r = \- ta^r — a^k 4- 2iov. 

Q • e 

Setzt man in diese Gleichung für n und v ihre Werthe 

aus (c) und (d) ein und löst für Ä auf, so folgt: 

s + e ^ ' 

oder 

Hier muss — p' für p' gesetzt werden, wenn die Curven 
AMB u|id PMQ nach derselben Seite concav sind. Die 
Formel (e) oder (f) gestattet p zu berechnen, wenn r, p' und 
k gegeben sind. Aus ihr ergiebt sich auch eine einfache 
Construction für p; man kann sie nämlich sehreiben: 

(s + •■)■ -(«'■ + '•-*)(? + <■■)• 

Wenn man also mit C und C die Krümmungseentra der 
Curven PQ und AB für den Punkt M bezeichnet, so ist: 
C'0^ = C'K-C'C. 

Dies bedeutet aber, dass der Krümmungsmittelpunkt C 
der Pol der Polaren LK ist in Bezug auf einen Kreis, dessen 
Mittelpunkt in C und dessen Radius CO ist. Daher ist nach 
§. 164 der Punkt C der Erümmungsmittelpunkt der Trajectorie, 
welche der Punkt C bei der Bewegui^ der unveränderlichen 



*) Wir nehmen der Einfachheit halber an, dasa die Winkel- 
geBchwindigkeit <d constant und also die Tangentialbeschleunigung 
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Curve AMB beschreibt, d, h. der Krümmujigsmittelpunkt der 
Envelopfe ist der Kriimmungsmiäelpunkt der Trajectorie, welche 
der KrÜTnmuT^smiUelpttnkt der ttmküüien Curve Im ihrer Be- 



Bezeichnet * den Winkel LOM, eo ist nach Formel (f): 

Die Geschwindigkeit w der Führungabewegung des Punktes 
jjf ist die Geschwindigkeit, mit welcher die Curve AMB an 
PQ hingleitet, Ist dieselbe gleich Null, so rollt AMB auf 
PQ\ danD ist r ■= 0, d. h. das Rotationscentrum iallt in 
den Punkt M. 

Wendet man die Formel (g) auf die Curven an, welche 
das Momentancentrum in der Ebene der Figur AMB und 
in der Ebene der Figur PMQ besehreibt und bezeichnet man 
die Krümmungsradien dieser Curven mit R Und R, so ei^ebt 
sich wegen 

die folgende Beziehung: 

i+je-i^-r + vh)'""^- 

Diese Formel ist von Savary. Verschiedene Anwendungen 
derselben zur Oonstruction der Krümmungsradien ebener Curven 
findet man in der Abhandlung von Mannheim: Constmction 
des centres de courbures des lignes, decrites dans le mouve- 
ment d'une figure plane qui glisse sur son plan (Journal de 
l'Ecole poljtechnique 37"* cahier), sowie auch in den ver- 
schiedenen Lehrbüchern der Kinematik. 

3) Eine unveränderliche Fläche (S') bewege sich so, dass 
sie fortwährend eine andere Fläche (S) berührt; M sei der 
Berübrungapunkt zur Zeit t, M zur Zeit t -j- r und M, die 
Lage, in welche der Punkt M zur Zeit ^ + r gelangt, wenn 
er mit {S') unveränderlich vierbunden gedacht wird. Ebenso 
wie im vorhergehenden Beispivle kann man auch hier die 
Bewegung des Berfthrungapunktes von M nach M' als die 
absolute, die von M nach M^ als die Fahrun gsbewegung und 
die von J!f, nach M' als die relative Bewegung betrachten. 
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Die letztere lässt Bich dadurcli in eine absolute (von M nafih 
M") verwandeln, dass man die Fläche fjS") ia die Lf^e zurück- 
fahrt, welche sie zur Zeit t inne hatte. 

Bei unendlich kleinem % ist der Winkel zwischen den 
Sehnen M'M und Jlf Jlf, eine nnendlich kleine Grösse; denn 
sonst hätte die Dotation um den Punkt Jlf eine unendlich grosse 
Winkelgeschwindigkeit, was unmöglich ist. Ist also MM^ 
von derselben Ordnung wie MM', so bildet die Sehne MM^ 
einen unendlich kleinen Winkel mit MM'-., folglich fallen die 
Geschwindigkeiten der drei Bewegungen MM", MM^ und 
MM" in eine und dieselbe Gerade und es ist « ^ w + v. 
Ist aber MM-^^ unendlich klein von höherer Ordnung als MM, 
so ist w = und «■=)!; in diesem Falle rollt die Fläche 
iß') auf (S). Jedesmal wenn MMi von erster Ordnung be- 
züglich T ist, gleitet die Fläche (S') auf {S) im Punkte M 
mit der Geschwindigkeit w. Ist aber MM' nnendlich klein 
von höherer Ordnung oder gleich Null , so ist u = und 
u =1 — w. In diesem Falle reibt die Fläche (S") die Fläche 
{S) in einem einzigen Punkte Jlf mit der Geschwindigkeit w. 

Es sei Mx die Kichtui^ der Geschwindigkeit ü, My eine 
dazu senkrechte Richtung in der Tangentenebene der Flächen 
(ß) und iß') im Punkte M und Me die gemeinsame Normale 
der beiden Flächen. Die drei Axen Jlsfa;, My, Me bilden ein 
unveränderliches System, das infolge der absoluten Bewegung 
des Punktes M zur Zeit f -|- r die Lage M!x', My, M' d 
annimmt; durch die Sjstembewegung kommt es in die L^e 
M^x^, M^yi, M^Si, durch die relative in die Lage M"x", 
M!'y", M" d'. Die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes 
IS dieses Systems bei einer dieser Bewegungen ist gleich der 
geometrischen Summe aus der Geschwindigkeit des Punktes 
M und der Botationsgeschwindigkeit um diesen Punkt. Wenn 
man also die ßotationsgeschwindigkeiten des Punktes 'S bei 
der absoluten, relativen und Fflhrungsbewegung resp. mit TJ, 
V, W bezeichnet, so hat man: v, -^ U für die totale Ge- 
schwindigkeit des Punktes N bei der absoluten Bewegung, 
V -f- T' für die bei der relativen und w + "W für die bei der 
Fühnmgsbewegnng. Da aber «+ V —•w-\- W -{- v •}- V, und 
u = tc-{-v, so ist U =^ W -{- V. Man sieht hieraus, dass 
Somolf, Mcoliulk. 1 26 



izecy Google 



die Winkelgeschwindigkeit der Rotation des Systems (Mx, 
My, Mz) um den Punkt M bei der absoluten Bewegung die 
geometrische Summe der Winkelgeschwindigkeiten der Ro- 
tationen bei der relativen und der Fühnmgsbewegung ist; so 
dasB, wenn jene drei Winkelgeschwindigkeiten resp. mit a', 
a", Q} bezeichnet werden, man schreiben kann: w' =" ra + o", 
Kennt man die Hauptkrümmungen der Flächen (S) und 
(8') im Punkte M, die ersten Krümmungeb der Trajectorien 
MM' nnd MM" und die Geschwindigkeiten u xmd v, so kann 
man die Winkelgeschwindigkeiten a>' und co" bestimmen und 
aus ihnen wiederum die Winkelgeschwindigkeit a>. 

Es seien C, und C^ die Haupücr&mmungen der Fläche 
(S) im Punkte M, mit + o^®"^ ^^ — genommen, je nach- 
dem die entsprechenden Krümmungsmittelpunkte auf Ms oder 
in der entgegengesetzten Richtung liegen; G^' und C^ die Haupt- 
krümmungen der Fläche (S'); p und gg' die Winkel zwischen 
Ox und den Richtungen der Tangenten derjenigen Haupt- 
normal schnitte, welchen die Krümmungen C^ und Ci zukommen; 
c nnd c' die Krümmungen der Schnittcurven der Flächen (S) 
und (S') mit der Ebene xMe\ Ö- der Winkel, welchen die 
Schmiegungsebene der Curve MM' mit der Ebene xMg bildet; 
9' der von der Schmiegui^sebene der Curve MM" mit der 
Ebene xMb gebildete Winkel; endlich jj', 3', / die Projeetionen 
der Winkelgeschwindigkeit o' auf die Axen Mx, My, Mb, 
und p", 2", r" die der Winkelgeschwindigkeit <a" auf die- 
selben Äxen. 

Man sieht leicht, das8 
2' = — cw, r' = eu tan d, g" = — c'v, r" = ifv tan *' 
ist, wo e und c' die folgenden Bedeutungen haben: 

c = C, cos^v + Cg än^tp, d =- C^' cos^y + Cg' sin^^i 
(§. 91). Die Grösse ctand' ist die geodätische Krümmung 
der Curve MM, e' tan *' die der Curve MM'. Es bleibt 
noch übrig p' und p" zu bestimmen. Bezeichnet man mit y 
die Winkelderivirte der Geraden Ms beim Uebergange der- 
selben in JMV, so ist: y = — ■yco&{yy) und j» cos (yü) = j'; 
fo^lich wird: 

' y = — g' tan (yx) = CM tan (ya^). (1) 
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y ist senkrecht zu der Tangente der Indicatrix im Schnitt- 
punkte dieser Curve mit der Ase Mx (a. §. 94); der Winkel 
iyx) ist daher das Complement des Winkels, den die Richtung 
Mx mit dem zu Mx conjugirten Durchmesser der Indicatrix, 
d. h. mit der zu Mx conjugirten Tangente der Fläche (S) 
bildet. Bezeichnet man den Winkel jener beiden conjugirten 
Tangenten mit ^, so findet man, dasa 

\sta.{yx) = coti/» = ■- (Cj — C,) sin 91 cos 91; 
folglich wird nach Formel, (1): 

y = M (Cj — C,) sin 91 cos 95. 

Ebenso erhält man: 

jj" = V (C,' — Cj') sin 9)' coa qo'. 

Hiermit findet man die Differenzen 

j)=y— p", ^ = i — i', r = r' — r", 
welche die Projectionen (auf die Azen Mx, My, Ms) der Winkel- 
geschwindigkeit der Botation ä bei der Führungsbewegung 
sind. AusfOhrljchere Untersuchungen über die Bewegung einer 
Fläche auf einer anderen findet man in der Kinematik von 
Besah 

1S5. Wir kehren nun zu den allgemeinen Formeln (5) 
und (6) S. 394 fflr die Geschwindigkeit und die Beschleunigung 
erster Ordnung bei der relativen Bewegung zurück und wollen 
die Projectionen dieser Grossen auf drei Äsen Ox, Oy, Ob 
bestimmen, welche unveränderlich mit dem Systeme (JBJ ver- 
bunden sind, d. h. in relativer Buhe verharren. 

Bedeuten x, y, e die Coordinaten des Punktes M bezüglich 
dieser Axen, so hat man: 

-5^ = M cos {UX) — W COS {wx), 

j| = « cos (wy) — w cos {wy), (7) 

-i = H COS (tt^) — W cos {iCZ) 

für die Projectionen der relativen Geschwindigkeit auf die 
Coordinatenaxen und 
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jT^ = «I coB (uix) — »i COS (wix) + -B eos {Bx), 

-~4 am Uj COB («,y) — »1 coe (wis) + B cos (2ty), (8) 

jTj =■ ttj coe («1 «) — Wj coe (w^ s) -{• R cos (B 2) 

filr die Projectionen der lelativen Beschleumgung erster Ord- 
nung. Eb seien p, q, r die Projectionen der Winkelgeschwin- 
digkeit o der Rotation des Systems (S) auf die Axen Ox, 
Oy, Oz, Nach den Euler'schen Formeln hat man dann 



3 



■di 



—p 



dt' 



■dt 



•dt 



fiir die PiojectjoDeB der geometriBcheu Derivirten Dv auf die 
Coordjnatenaxen. Da aber ü = — 2Dv ist, so wird: 



Jicos(E!,)_-2(rg-,.||), 
Ecoe(B.)_-2(j,|f-g§). 



(9) 



Die Projectiou der Rückkehrbeschleunigung B auf eine 
beliebige Richtung l ist durch die Formel ausgedräcfct: 
8 (Ix) , COB {ly) , cos (Is) 



Bcos(BO — 2 



dl 



i>» 



(10) 



In der Kinematik von Resal und in der Abhandlung des 
Verfassers: Ueber die Beschleunigungen verschiedenerOrdnungen 
bei der relativen Bewegung (Mem. der Kais. St. Peterabui^er 
Akademie der Wissenschaften, B. IX) ist gezeigt, aus welchen 
Gomponenten die relative Beschleunigung zweiter Orduong zu- 
sammengesetzt ist. In der Dynamik werden wir andere An- 
wendungen der dai^elegten Methoden zur Bestimmung der 
relativen Bewegung geben. Auf diesen dritten Theü der 
„Theoretischen Mechanik" verschieben wir auch einige andere 
kinematische Probleme, deren Losung sich einfacher gestaltet, 
wenn die Ursachen der Bewegung gleichzeitig mit in Betracht 
gezogen werden. 
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Zusätze und Berichtigungen des Verfassers. 



Zu Seite 6 und fol^., Beispiel 2) und 3). Die unter 2) 
behandelte Aufgabe ist als Specialfall in der folgenden all- 
gemeineren Betrachtung enthalten. 

Ba seien AB und CD (Fig. a) die Trajectorien zweier 
pig. «. Punkte M und N, die eich 

80 bewegen, dass die Ge- 
rade MN eine abwickel- 
bare Fläche beschreibt. 
Das Verhältnisa der Ge- 
schwindigkeiten V und MJ 
dieser Punkte zur Zeit t 
lässt sich auf folgende 
Weise bestimmen. 

Wenn nach Verlauf der 
unendlich kleinen Zeit t 
der Punkt M nach JlT und 
der Punkt N nach IT ge- 
langt, so hat man 
. ,.■_ ^N' 




woraus folgt: 



= lim 



NN' 
MM' ■ 



Da aber die Gerade MN eine abwickelbare Fläche be- 
schreiben soll, so müssen ihre beiden L^en MN und Jlf' JV' 
in einer Ebene liegen und sich daher in einem Funkte 
schneiden. Ist femer S der Schnittpunkt der Sehnen MM 
und NN und zieht man NB, parallel MM bis zum Schnitte 
mit ON, so hat man die Proportionen 
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NN 


SN 


NB 


SB 


~SW 


' mW — 


folgt: 








NN 


SN NO 




ww= 


SWWÖ 



Geht man zur Grenze- für unendlich abaehmendes t über, 
80 ergiebt sich, wenn Q den Schnittpunkt der Tangenten der 
Curven AB und CD in den Funkten M und N, P den Be- 
rahrungspunkt der Geraden MN mit der Gratlinie der von 
Jlf^ beschriebenen abwickelbaren Fläche bedeuten, die Relation: 

V QM MF- ^^ 

Die Geschwindigkeiten v und w haben die Richtungen 
der Tangenten QM und QN; ist eine der Geschwindigkeiten 
gegeben, 80 kann man die andere construiren. Hierzu trägt 
mau MT = v auf der Tangente QM auf, verbindet P mit T 
und zieht durch N eine Parallele zu MT, welche die FT im 
Punkte JE schneiden m^. Zieht man nun durch E eine Pa- 
rallele zu PN, so schneidet diese die Tangente QN in einem 
Punkte F so, d&ss NF = u> wird. Aus der Oonstruction er- 
giebt sich nämlich 

WF C^ ifB NP 
lfE~QM' MT^ MF> 
woraus folgt: 

NF QN NF 
MT °^ QM' MF' 

Nach Formel (a) ist d^er 

NF w 
MT"^ V ' 
woraus sich wegen MT = v ergiebt: 
NF = w. 
Infolge der ans dem Dreieck QMN sich ergebenden 
Proportion 

QN _ BiBQM N 
QM sin QNM 
geht die Formel (a) fiber in: 

,v üaQMN NF 

V loa QNM MF- _ ^°) 
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Sind die TaDgenten QM und QN parallel, d, h. liegt der 
Punkt Q im Unendliclien , so ist sia QMN ^ sin Q NM, so 
iaaa die Formel (b) übergeht in: 

die Funkte E and F fallen duin zusammen. 

Liegt d^egen P im Unendlichen, so dasa das Yerhältniss 
NF _NM . ■■ 
MP^ MP' ' 

zu 1 wird, so gehen die Formeln (a) und (b) über in: 

•? — i^ ^_Bine^O^ ■ ,., 

e MQ' V ~ BiaQNM- W 

Gesefat z. B., der Punkt M (Fig. b), der von einem festen 

Fig. b, Punkt P beleuchtet wird, bewege sich 

J^- p-» auf einer Geraden AB] Nsei der Schatten 

\ / des Punktes Jlf aof einer Ebene, die sich 

mit der Ebene PAS in der Geraden 

/-* ^ AG schneidet. Es handelt sich darum, 

das Yerhältniss der Geschwindigkeiten der Punkte M und V 
zu bestimmen. 

Nach Formel (a) ist: 

w_ AN_ PN_ , , 

v~ AM' PM ■ *-^J 

Zieht man nun P^ nnd PC resp. parallel AN und AM 
und setzt PC = a, P.B =3 ^, so sieht man leicht, dass 
AW _6_ j Pä; _a_ 
.äilf ■" MS PJf MB' 

woraas folgt: 

«.'^ MB»' 
Ist die Bewegung des Punktes M von ^ nach P eine 
gleichförmige, so ist die Geschwindigkeit v constani^ während 
die Geschwindigkeit des Punktes N 

abv 
^ "^ MB' 

umgekehrt proportional mit dem Quadrate des Abstandes des 
Punktes M von B wächst; wird dieser Abstand unendlich 
klein, so ist die Geschwindigkeit w unendlich gross. 
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Ist der Punkt N (Fig. c) die recht- oder schiefwinlilige 
ProjectioD des Ponktes M anf eine Ebene (II), so daas also 
p^ j die Gerade MN einer gegebenen Geraden, 

der Frojectionshchtiuig, beständig pa- 
rallel bleibt, so liegt der Punkt P im 
Unendlichen, und es gelten daher für 
_>/^ das Yerhältniss der Geschwindigkeiten 
die Formeln (d). Man überzengt sich 
sich leicht, 'dass in diesem Falle die Geschwindigkeit w die 
Projection der Geschwindigkeit v auf die Ebene (11) ist, d. h. 
die Gesdiwinäigkeit der PrqjecH&nen eines sidi betvegenden' Fimkles 
ist gleich der FrojecHon der Geschwindigheit des Punktes. 

Gesetzt, die Trajectorie des Punktes M sei eine ebene 
Gurre AB (Fig. d), die auf zwei Äxen Ox und Oy bezogen 
j,,^ ^ werden möge; MT ■= v stelle die Ge- 

schwindigkeit des Punktes M dar. Sind 
nun N und N" die Projectionen des 
Punktes M auf diese Äxen, so sind 
deren Geschwindigkeiten nach dem Obigen 
f gleich den Projectionen NF und N'F 
" ^ ■"' der Geschwindigkeit MT des Punktes 

M. Es ist also umgekehrt MT die Diagonale eines Paral- 
lelogramms MG TG', dessen Seiten MG nnd MG' resp. geo- 
metrisch gleich NF und N'F' sind. Bezeichnet man die Co- 
ordinaten des Ponktes M mit x und y, so ist: 

folglich erluilt man die Geschwindigkeit v = j- des Punktes M 
als Diagonale eines Parallelogramms, dessen Seiten gleich 
+ -^ und + -^ von M aus parallel den Coordinatenaien auf- 
zutragen sind. Für rechtwinklige Axen hat man: 

^ — veoa(vx), g = «cos(rj/), 

FOr die Bewegung zweier Punkte M und N (Fig. e) auf 



izecDy Google 



- 409 - 

grÖBsten Kreiaea einer Kugelääche lässt sieb ein der Formel 
(e) analoger Ausdruck ableiten. Der Kugelradius sei gleich 
1 angenommen und einet der Sclmittpnnkte 
der beiden grössten Kreise heiase Ä, Ge- 
langen nun die Punkte M und N in der 
Zeit X nach M' und N" und schneiden 
sich die beiden grössten Exeise MN und 
^M'K im Punkte 0, ao hat man: 




^—=1= 


— :f>' 


W ,. JVJV ,. Bl 


niVJV 
■ JfJf" 




Es .ist aher: 
















sinO 


eiaON b 


ja MM- sin 
■in Ö >ii 


OM 
TW' 






folglich 


wird: 

eil 


aNN' äa 


af' sin Olf 
,N'\mOM- 










Ist 


nun P die 


Grenzlage 


des Pnnktes 





fllr 


unendlich 


kleines 


r, so hat man: 


















BinPJT 
mPJf 








(f) 


Im Dreieck AMN ist 










' 






AnM t 


dn^JV 














SN—', 


isÄM' 










folglich : 




w üaÄN 
. AnÄll 


eia PN 
■■.mPM- 








(g) 



Gesetzt, der Kreis AN sei der Aequator und P ein Pol 
der Erdkugel. Dann wird <^ Jf =. 90" und arc PN = 90°, 
so dasa die Formel (f) Obergeht' in 



Der Bogen NM ist die geographische Breite, AN die geo- 
graphische Länge des Punktes M; setzt man NM •= ß, so ist 
8inP3f = cos^, und da im Dreieck AMN 













sinJlf 


= °5 




ist, 


80 


wird: 
















W 




<MsA 


v = 


«».'ii 

00. Jl 




Born 


off, M.Cb«lBll. 


L 
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Bew^t sich nun der Funkt N auf dem Aequator gleich- 
förmig, BO ist w constant; die Geschwindigkeit v des Punktes 
M ist daher in diesem Falle proportional dem Quadrate des 
Cosinus der geographischen Breite oder dem Quadrate des 
Radius des Parallelkreises, auf dem der Punkt sich befindet. 
Gehen zwei Punkt« M' und M" (Fig. f) zu derselben 
Zeit t von einem Punkte M aus und gelangen zur Zeit t -\- t 
Fig. f. auf verschiedenen Trajeetorien nach M' und 

M", so ist das Verhältniss der Geschwindig- 
keiten V und w, mit denen sie von M aus- 
gingen, gleich dem un^kebrten Verhältnisse 
der Sinus derjenigen Winkel, welche diese 
■' Geschwindigkeiten mit der Geraden MF bilden, 
wenn dies die Grenzlage ist, der sich die Ver- 
bindungslinie M'M" bei unendlich abnehmendem r nähert. 
Es ist nämlich 

MM" ,. »iaMM'M" 




-^lim ^ö^s^ = lim;. 



MM-'M" ■ 



Zieht man nun in M die Tangenten MT und MjT" der 
Trajeetorien der Punkte M" und Jf", so ist femer: 

lim sin MM'M" -= sin TMP, lim sin MM"M' = sin T'MP, 
folglich : 



Macht man also MT == v, MT = w, so ist die Gerade 
TT parallel der Geraden MF. ^ 

Mit Hilfe dieses Satzes lässt sich der Beweis des Satzes 
Tom Parallelogramm der Greschwindigkeiten §. 4 in folgender 
Weise föhren.- 

Sind, wie dort, (Fig. 4, S. 8) MG und ML die Lagen 
der Linien (p) und (q) zur Zeit t, MC rmä M' 1/ deren 
Lagen zur Zeit t-^x, üf, der Schnittpunkt von Jlfi/ und 
MG und Mi der von M'C und MD, so ist M^ ein Punkt 
der zur Zeit t mit der Geschwindigkeit u ausgeht und sich 
auf MC bewegt, während der Punkt M^ mit der Geschwindig- 
keit w zur selben Zeit von demselben Punkte Jlf aasgeht 
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aber auf MB fortschreitet. Die G,eschwindigheiten m und w 
lassen sich durch die Strecken MT^ und MT^ resp, darstellen, 
die auf den Tangenten der Linien MC und MD von 'M aus 
aufeutra^en sind. Nun ist die Tangente MT^ die Greazlage, 
der eich die Secante M^W bei unendlich- abnehmendem t 
nähert; denn ffir r = muss diese Secante in die Tangente 
der Linie Jfjl/ iu demjenigen Punkt fibergehen, mit dem die 
Pimkte M^ und M' zusammeniallen ; die Linie M^B' fällt aber 
bei diesem Ctrenzfibergai^e in allen ihren Punkten mit MB, 
die Punkte M^ und M' mit M zuBamiuen. Ebenso lässt sich 
zeigen, dass -3fT, die Grenzlage der Secante M^M' ist. Aus 
dem obigen Satze folgt dann aber; 1) dass l'^T parallel MT^ 
und Tjf parallel MT^ ist. Folglich ist das Viereck itf^; ZT, 
ein Parallelogramm, dessen Diagonale MT ist und das zu 
anliegenden Seiten die Geschwindigkeiten MT^ und MT^ hat. 

Zusatz m §. 48, S. lOä. 
Wenn zwischen den drei Functionen 5»^, tp^, tp^ der Co- 
ordinaten q^, q^, q^ eine Gleichung von der Form 

P(<Pi, <Pf, Vs) = (a) 

besteht, welche die Coordinaten q^, g^, q^ nicht expiicit ent- 
hält und durch Substitution der Ausdrücke von q>i, ip^, <pg in 
iiiSst^a iä^^^^Bch wird, so ist eine der drei Grössen 91^, 9,, ^ig 
eine Function der beiden andern oder einer derselben. Man 
hat daher in diesem Falle für jedes Werthsystem q,, g-,, q^ 
und dq„ dq^, dq^: 

dabei kann eine der Derivirteu ^, ^ fßr jedes System y,, 
fit ft verschwinden, nämlich wenn ip^ die Variable, nach 
der die Derivirte genommen ist, gar nicht enthält. 

Wählt man nun die Grössen dq^, dq^, dq^ so, dass 
dip^ ^ und dff>^ =• werden, so muss gleichzeitig auch die 
Bedingung dtp^ '=^ erfüllt sein. Das gleichzeitige Bestehen 
der drei Gl^chungen 
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erfordert aber, dase die Determinante 






W.' 



B — 



^9, 0a, 



— 



H, 

8ip, dtp, 

Jq^ ^& 

sei. Umgekehrt, wenn 2> ^ ist fttr jedes Werthsyatem 
2i> Si) Ssi B° musB eine Gleichang von der Form (a) bestehen. 
Da nändich 

Vi = <Pi (2i, 2». «a). 

so kann man durch £hmination von <;, und q^ ans diesen 
Gleichungen eine Gleichung von der Form 

F(<pi, Va, 9s, «s) -= 
erhalten, aus welcher folgt: 



BF 



, , dF , , BF 



(?9?g 



dq^ 



Da aber D ^ ist, so kann man bei beliebigen Werthen 
Ton Qi, q^, q^, dq^ ein System dqi, dq^, dq^ wählen, welches 
die Bedingungen d<pi = 0, dipi = 0, dip^ = erMlt; man 
erhält dann 



dq/ 



dF 



für jedes Werthsystem q^, q^, q^ Dies bedeutet aber, 
die Gleichung f' ■= die Grösse q^ nicht enthält. 
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